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ВВЕДЕНИЕ 

Электричество не только прочно вошло в наш быт, но и во все 
области народного хозяйства. Многие технологические процессы 
производства немыслимы без применения электрической энергии. 
Знание электромагнитных явлений, основ производства, распреде-
ления и применения электрической энергии, устройства электриче-
ских машин, методов измерения электрических величин, расчета 
электрических цепей необходимо современному специалисту, в 
том числе и среднего звена. 

В настоящее время процесс глобальной электронизации прони-
кает во все сферы жизнедеятельности общества. Электротехниче-
ские изделия, электроника, микропроцессорная техника, техниче-
ские средства автоматизации производства и управления техноло-
гическими процессами, охватывая широкий круг научных, техни-
ческих и производственных проблем, являются базой для даль-
нейшего прогресса многих областей промышленности, сельского 
хозяйства, транспорта и энергетики. 

Законы электротехники формируют основу, на которой разра-
батывается все разнообразие электрических приборов, аппаратов, 
машин, преобразователей, информационно-технической продук-
ции. Широкое использование на производстве информационных 
технологий, микроэлектроники, робототехники, а также средств и 
систем автоматизации технологических процессов меняет и харак-
тер труда, и место человека в производственном процессе. На про-
изводстве повышается доля интеллектуального труда, значимость 
целеустремленной и творческой деятельности. От работников 
требуется умение постоянно обновлять собственные знания, ра-
ционально использовать энергетические ресурсы. 

Широкое внедрение в производство огромного количества раз-
нообразных модификаций электрических машин и агрегатов, элек-
тронной и микроэлектронной техники, измерительных приборов, 
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электрических аппаратов, устройств автоматики, обеспечивающих 
многие технологические процессы, усиливает требования к уровню 
качества электротехнической подготовки технических специали-
стов среднего звена. Быстро меняющаяся элементная база электро-
технических установок и агрегатов, непрерывно усложняющаяся 
по своей алгоритмической структуре и схемотехнике, постоянно 
возрастающий объем информации о новинках электротехники тре-
буют формирования навыков саморазвития будущих специалистов, 
выхода их с репродуктивного уровня усвоения знаний на уровень 
формирования компетенций. 

В итоге компетентность специалиста оценивается безопасно-
стью функционирования производства, низкой себестоимостью 
выпускаемой продукции, растущей производительностью труда, 
экономным использованием сырьевых и энергетических ресурсов. 
В этой связи повышается роль учебной дисциплины «Теоретические 
основы электротехники», являющейся своеобразным базисом для 
изучения учебных дисциплин специального цикла. 

Значительная часть учебного пособия посвящена практическо-
му усвоению разделов, связывающих курс физики с теоретической 
электротехникой. Даны ответы на большую часть вопросов, разъ-
ясняющие и иллюстрирующие основные положения теории, что 
способствует самостоятельному изучению учебной дисциплины, 
усвоению наиболее сложных для понимания вопросов теории. 
Ключевым моментам посвящены как вопросы, так и задачи с под-
робными решениями и ответами.  

В учебном пособии при изложении материала использованы 
Международная система единиц (СИ), условные графические обо-
значения и правила выполнения электрических схем в соответст-
вии со стандартами Единой системы конструкторской документа-
ции (ЕСКД), термины и определения – в соответствии с дейст-
вующими стандартами.  
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1. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 

1.1. Основные сведения об электромагнитном поле 
Электромагнитное поле является одним из видов материи. Как 

и вещество, оно обладает массой, энергией, количеством движения 
и моментом количества движения, т. е. свойствами материи, кото-
рые подчиняются основным законам физики.  

Электромагнитное поле – особый вид материи, который отли-
чается непрерывным распределением в пространстве и обладает 
дискретностью структуры (фотоны), характеризуется способно-
стью распространяться в вакууме со скоростью, близкой к скоро-
сти света, оказывает на заряженные частицы силовое воздействие, 
зависящее от их скорости и величины заряда. 

Электромагнитное поле имеет две взаимосвязанные стороны – 
электрическое поле и магнитное поле.  

Электрическое поле обусловлено электрическими зарядами и 
изменением магнитного поля, оказывает воздействие, в том числе 
на неподвижные заряженные частицы и тела, с силой, пропорцио-
нальной их заряду, и не зависит от их скорости. 

Магнитное поле обусловлено движущимися электрическими 
зарядами и изменением электрического поля, оказывает воздейст-
вие на движущиеся заряженные тела и частицы с силой, пропор-
циональной их заряду и скорости движения. 

Если электромагнитное поле неизменно во времени, то обе его 
стороны (электрическое поле и магнитное поле) могут рассматри-
ваться отдельно друг от друга. 

 

1.2. Электростатическое поле. Закон Кулона 
Электрическое поле (далее – поле) неподвижных заряженных 

тел при отсутствии в них электрических токов называют электро-
статическим. Примером электростатического поля является поле 
между электродами заряженного конденсатора. 
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Заряды неподвижных тел образуются совокупностью зарядов 
элементарных частиц, движущихся хаотически. Каждая такая час-
тица окружена электромагнитным полем. Однако вследствие хао-
тического движения их результирующее магнитное поле даже в 
непосредственной близости от поверхности тела практически от-
сутствует. Электрические же поля частиц при избытке на теле час-
тиц с зарядами того или иного знака суммируются и обнаружива-
ются в окружающем тело пространстве. 

В основу определения электрического поля положено его ме-
ханическое проявление. Оно описывается законом Кулона.  

Два точечных заряда q1 и q2 в вакууме взаимодействуют друг с 
другом с силой ,


F  прямо пропорциональной произведению заря-

дов q1 и q2 и обратно пропорциональной квадрату расстояния R 
между ними: 

                                              

1 2 0
2

0

,
4




 q q RF
R

                                        (1.1) 

где 0


R  – единичный вектор, направленный по линии, соединяющей 

заряды (рис. 1.1); 
ε0 – электрическая постоянная или диэлектрическая проницае-

мость вакуума (воздуха), ε0 = 8,85  10–12 Ф/м. 
Заряды с одинаковыми знаками отталкиваются, а с противопо-

ложными притягиваются. 

 

Рис. 1.1. Сила, действующая на заряд q2 со стороны заряда q1 
при одинаковых знаках зарядов 

 
Под точечными зарядами понимают следующее: линейные раз-

меры тел, на которых расположены взаимодействующие заряды, 
много меньше расстояния между телами. 
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Если заряженные тела находятся не в вакууме, а в однородной, 
изотропной, т. е. обладающей одинаковыми свойствами во всех 
направлениях, непроводящей среде, то сила взаимодействия 


F  

меньше в εr раз. 
Безразмерная величина εr называется относительной диэлек-

трической проницаемостью среды, в которой находятся заряжен-
ные тела. 

В СИ заряд измеряется в кулонах (Кл), расстояние – в мет-
рах (м), а сила – в ньютонах (Н). 

Пример 1.1. Определить, с какой силой взаимодействуют два точечных 
электрических заряда q1 = 0,8  10–6 Кл и q2 = 3,2  10–6 Кл, расположенных 
в минеральном масле на расстоянии R = 20 см. Относительная диэлектри-
ческая проницаемость минерального масла εr = 2,2. 

Решение. Для решения используем уравнение (1.1), подставив в него 
численные значения величин и значение εr минерального масла: 

6 6
1 2

2 12 2
0

0,8 10 3, 2 10 0, 262 Н.
4 4 3,14 8,85 10 2, 2 0, 2r

q q
F

R

 



  
  

      
 

 

1.3. Напряженность и потенциал 
электростатического поля 

Основными величинами, характеризующими электростатиче-
ское поле, являются напряженность поля 


E  и потенциал φ. 

Напряженность электростатического поля – величина вектор-
ная, определяемая в каждой точке поля своей величиной и направ-
лением. Потенциал – величина скалярная. 

Электростатическое поле определено, если известен закон из-
менения 


E  и φ во всех точках этого поля. 

Если в электростатическое поле поместить настолько малый по-
ложительный заряд, что он своим присутствием не вызовет сколь-
ко-нибудь заметного перераспределения зарядов на телах, создаю-
щих поле, то отношение силы, действующей на заряд, к величине 
заряда q определяет напряженность поля в данной точке: 
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.FE
q




 

Отсюда следует, что сила ,

F  действующая на конечный точеч-

ный положительный заряд q, внесенный в поле, будет равна 
,

 
F qE  а напряженность электрического поля численно равна си-
ле, действующей на неподвижный заряд, равный единице (единич-
ный заряд). Подчеркнем, что вектор напряженности 


E  имеет на-

правление силы, действующей на положительный заряд.  
Если поле создается несколькими зарядами (q1, q2, q3 …), то его 

напряженность равна геометрической сумме напряженностей от 
каждого из зарядов в отдельности: 

1 2 3 ...Е E E E   
   

, 
т. е. при расчете электрического поля применим метод наложения. 

Понятия потенциала и разности потенциалов связаны с рабо-
той, совершаемой силами поля при перемещении заряда. 

На единичный положительный заряд в любой точке поля дей-
ствует сила, равная напряженности .


E  Под разностью потенциалов 

принято понимать работу сил поля при переносе единичного по-
ложительного заряда из одной точки поля в другую: 

2

1 2
1

,Еdl    


 

где 


dl – вектор элемента пути, равный по величине элементу пути 
dl и направленный по касательной к пути в сторону перемещения 
заряженной частицы. 

Потенциал измеряется в вольтах (В), элемент пути – в мет-
рах (м), напряженность электрического поля – в вольтах на 
метр (В/м). 

Если бы потенциал конечной точки пути 2 был равен 0, то по-
тенциал точки 1 определился бы так: 

2

1
1

,Еdl  
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т. е. потенциал произвольной точки поля может быть определен 
как работа сил поля по переносу единичного положительного заря-
да из данной точки поля в точку поля, потенциал которой равен 0. 

За точку, имеющую нулевой потенциал, можно принять любую 
точку поля. Если такая точка выбрана, то потенциалы всех точек 
поля определяют относительно этой точки. 

Нередко принимают, что точка с нулевым потенциалом нахо-
дится в бесконечности. Поэтому, особенно в курсе физики, распро-
странено определение потенциала как работы, совершаемой сила-
ми поля при переносе единичного заряда из данной точки поля в 
бесконечность: 

1
1

.Еdl


  


 

Часто считают, что точка с нулевым потенциалом находится на 
поверхности Земли. 

Таким образом, потенциал любой точки поля зависит от того, 
какой точке поля придан нулевой потенциал, т. е. потенциал опре-
деляется с точностью до постоянной величины. Однако это не име-
ет существенного значения, так как практически важен не потен-
циал какой-либо точки поля, а разность потенциалов и производ-
ная от потенциала по координатам. 

 

1.4. Электрическое напряжение 
Работу сил электрического поля по переносу единичного поло-

жительного заряда из одной точки поля в другую называют элек-
трическим напряжением U: 

2

12 1 2
1

.     


U Edl  

Таким образом, напряжение между двумя точками электриче-
ского поля равно разности потенциалов поля в этих точках. 

Если электрическое поле между двумя точками равномерное и 
направление перемещения единичного заряда происходит по на-
правлению линий напряженности, то 
                                                U12 = El,                                              (1.2) 
где l – расстояние между точками 1 и 2. 
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Единица измерения электрического напряжения – вольт (В). 
Применяются также производные от вольта: 1 киловольт (кВ) = 

= 103 В; 1 милливольт (мВ) = 10–3 В. 

 

1.5. Электростатическое поле – поле потенциальное 

В электростатическом поле интеграл 
2

1

Еdl


 не зависит от выбо-

ра пути интегрирования и является только функцией координат 
точек 1 и 2. Для доказательства этого положения рассмотрим рабо-
ту сил поля при перемещении электрического заряда по двум раз-
ным путям: через точки 3 и 4 (рис. 1.2).  

 
Рис. 1.2. Перемещение из одной точки поля 

в другую по двум разным путям 
 
Предположим, по замкнутому пути 1, 3, 2, 4, 1 перемещается 

точечный единичный положительный заряд. На части замкнутого 
пути движение будет совершаться в направлении сил поля, и рабо-
та, затраченная силами поля, будет положительной. На другой час-
ти замкнутого пути движение будет происходить против сил поля, 
и работа сил поля будет отрицательной. 

После обхода по замкнутому пути система, включая и точеч-
ный заряд, возвращается в исходное состояние и в соответствии с 
принципом сохранения энергии в электростатическом поле линей-
ный интеграл напряженности поля по любому замкнутому контуру 
должен быть равен нулю: 
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Отсюда непосредственно вытекает независимость линейного 
интеграла напряженности поля от выбора пути интегрирования 
при заданных начальной и конечной точках 1 и 2. Действительно: 

 

откуда 
 

Так как пути через точки 3 и 4 взяты произвольно, следова-

тельно, интеграл 
2

1

,


Edl  определяющий разность потенциалов двух 

точек поля, в электростатическом поле не зависит от выбора пути 
интегрирования и полностью определяется в заданном поле поло-
жением точек 1 и 2. Такое поле носит название потенциального 
электрического поля. Потенциальным является также электриче-
ское поле постоянных токов, протекающих по неподвижным про-
водникам, при условии, что поле рассматривается вне области дей-
ствия электродвижущих сил. 

 

1.6. Графическое изображение электростатического поля 
Электростатическое поле можно наглядно изобразить совокуп-

ностью линий напряженности электрического поля (силовых ли-
ний) и эквипотенциальных линий. 

Линия напряженности поля – это мысленно проведенная в по-
ле линия, начинающаяся на положительно заряженном теле и 
оканчивающаяся на отрицательно заряженном теле. Касательная в 
каждой точке линии совпадает с направлением вектора напряжен-
ности электрического поля E


 в этой точке. Вдоль линии напря-

женности электрического поля двигался бы весьма малый положи-
тельный заряд, если бы он имел возможность свободно переме-
щаться в поле и не обладал инерцией.  
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Поскольку положительный и отрицательный заряды, создаю-
щие поле, не могут быть в одной и той же точке, то линии напря-
женности электрического поля не могут быть линиями, замкнуты-
ми сами на себя. 

В электростатическом поле существуют эквипотенциальные 
поверхности, т. е. совокупность точек поля, имеющих один и тот же 
потенциал. Следы эквипотенциальных поверхностей на мысленно 
проведенной плоскости, пересекающей электростатическое поле, 
образуют эквипотенциальные линии. Эквипотенциальные линии 
электростатического поля являются замкнутыми на себя линиями. 
Они пересекаются с линиями напряженности в любой точке поля 
под прямым углом. 

На рисунке 1.3 изображены две заряженные оси с линейной 
плотностью зарядов +τ и –τ и картина поля в плоскости, перпенди-
кулярной этим осям. Под заряженной осью понимают тонкий, тео-
ретически бесконечно длинный металлический проводник (тонкая 
проволочка); τ – заряд на единицу длины заряженной оси. 

 

 

Рис. 1.3. Поле двух заряженных осей: 
1 – линии напряженности; 2 – эквипотенциальные линии 
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1.7. Поляризация диэлектрика. 
Вектор электрического смещения 

Диэлектриками называют вещества, не проводящие электриче-
ского тока, в них практически отсутствуют свободные электриче-
ские заряды. Диэлектрики обладают связанными электрическими 
зарядами. 

Свободные элементарные частицы (электроны или положи-
тельные и отрицательные ионы) под воздействием сил электриче-
ского поля могут свободно перемещаться в веществе, их переме-
щение не ограничивается внутримолекулярными силами. 

Под связанными понимают электрические заряды, входящие в 
состав вещества и удерживаемые в определенных положениях 
внутримолекулярными силами. Сумма положительных связанных 
зарядов равна сумме отрицательных связанных зарядов. При от-
сутствии внешнего электрического поля диэлектрик в целом мож-
но считать электрически нейтральным. 

Если какое-либо диэлектрическое тело поместить в электриче-
ское поле, оно поляризуется.  

Под поляризацией понимают упорядоченное изменение распо-
ложения связанных зарядов внутри молекул, вызванное электриче-
ским полем. Это изменение расположения проявляется в том, что 
положительные связанные заряды сместятся в сторону электриче-
ского поля, а отрицательные связанные заряды переместятся в про-
тивоположном направлении. Если напряженность электрического 
поля не чрезмерно велика, то частицы с положительными и отрица-
тельными зарядами совершенно разойтись не могут, так как они 
удерживаются внутримолекулярными силами. В результате поляри-
зации на поверхности вещества как бы обнажаются связанные заряды 
(рис. 1.4), где они не будут электрически нейтральны. 

Связанные заряды при поляризации создают свое поле, напря-
женность которого E


 будет направлена противоположно напря-

женности E


 внешнего поля. Поэтому напряженность результи-
рующего поля в диэлектрике будет меньше напряженности внеш-
него поля. 
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Рис. 1.4. Диэлектрик во внешнем электрическом поле 

 
Степень поляризации диэлектрика характеризуется вектором 

поляризованности ,Р


 который для однородных и изотропных ди-
электриков пропорционален напряженности электрического поля в 
диэлектрике: 

0 .  
 

rP E  

Безразмерная величина r  называется относительной диэлек-
трической восприимчивостью. 

В некоторых случаях желательно иметь оценку действия заря-
дов, создающих электрическое поле, вне зависимости от свойств 
среды. Это достигается введением в расчеты вектора электриче-
ского смещения (электрической индукции) :


D  

0 .  
  
D E P  

Подставив выражение ,

Р  получим 

0 0 0 (1 ).        
   

r rD E E E  

Обозначим: 1 + r  = εr
  
– относительная диэлектрическая про-

ницаемость; ε0εr = εa – абсолютная диэлектрическая проницае-
мость. Окончательно имеем 

                                                 .a 
 
D E                                            (1.3) 

В СИ [D] = [Р] = кулон на квадратный метр (Кл/м2). 
Диэлектрическая восприимчивость r  диэлектриков – величи-

на положительная, поэтому εr > 1, а εа > ε0.  
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1.8. Теорема Гаусса  
Теорема Гаусса является одной из важнейших теорем элек-

тростатики. Она соответствует закону Кулона и принципу нало-
жения. Теорему можно сформулировать и записать следующими 
способами. 

1. Поток вектора электрического смещения через любую замк-
нутую поверхность равен алгебраической сумме свободных заря-
дов, находящихся в объеме, ограниченном этой поверхностью: 

                                            
                                  (1.4) 

где 


dS  – вектор элемента поверхности, длина которого численно 
равна поверхностыи элемента dS, а направление совпадает с на-
правлением внешней нормали к этому же элементу (рис. 1.5). 

 

 
Рис. 1.5. Поток вектора напряженности сквозь замкнутую поверхность 

 
Из уравнения (1.4) следует, что вектор 


D  является такой ха-

рактеристикой поля, которая при прочих равных условиях не зави-
сит от диэлектрических свойств среды (от величины εа). 

2. Поскольку a , 
 
D E  то теорему Гаусса для однородной и 

изотропной среды можно записать в такой форме: 

                                                                             
(1.5) 
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т. е. поток вектора напряженности электрического поля сквозь лю-
бую замкнутую поверхность равен алгебраической сумме свобод-
ных зарядов, находящихся в объеме, ограниченном этой поверх-
ностью, разделенной на абсолютную диэлектрическую проницае-
мость среды εа. 

Из уравнения (1.5) следует, что вектор 

E  представляет собой 

характеристику поля, которая в отличие от вектора 


D  при прочих 
равных условиях зависит от диэлектрических свойств среды (от 
величины εа), и электрическая напряженность Е в диэлектрике сла-
бее, чем в вакууме, при прочих равных условиях. 

 

1.9. Электрическая прочность диэлектрика 
Диэлектрик, разделяющий проводники с разными электриче-

скими потенциалами (электроизоляция), находится в электриче-
ском поле, и в каждой точке диэлектрика существует определенная 
напряженность этого поля. Если напряженность электрического 
поля превысит электрическую прочность диэлектрика, наступит 
разрушение диэлектрика, он будет пробит. 

Напряженность электрического поля, при которой начинается 
пробой диэлектрика и нарушаются его изоляционные свойства, 
называют пробивной напряженностью или электрической прочно-
стью диэлектрика, и обозначают Епр. Эта величина для изоляцион-
ных материалов приводится в электротехнических справочниках. 

Отношение электрической прочности диэлектрика к действи-
тельной напряженности поля называют запасом электрической 
прочности диэлектрика: 

пр .
Е

К
Е


  

Таким образом, изоляция проводников должна быть не только 
сконструирована, но и рассчитана на определенный запас электри-
ческой прочности. Действительную напряженность поля, создан-
ного заряженными электродами определенной формы, можно оп-
ределить с помощью теоремы Гаусса.  
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1.10. Проводник в электростатическом поле. 
Электростатическое экранирование 

Проводящие вещества содержат большое количество свобод-
ных элементарных частиц, обладающих зарядом (электроны или 
положительные и отрицательные ионы). Под действием электриче-
ского поля эти частицы приходят в упорядоченное движение. 

Если внести металлический проводник во внешнее электриче-
ское поле, то под действием сил поля свободные электроны начнут 
перемещаться по проводнику против поля. На одной части поверх-
ности проводника сосредоточатся отрицательные заряды, на про-
тивоположной – положительные (рис. 1.6). 

 
Рис. 1.6. Проводник в электростатическом поле 

 
Поле этих зарядов направлено противоположно внешнему по-

лю. Перераспределение носителей зарядов происходит до тех пор, 
пока напряженность 


E  поля внутри проводника не станет равной 

нулю, а потенциал φ всех точек тела не станет одинаковым. Если 
допустить, что потенциалы точек тела различны, то под действием 
разности потенциалов начнется перемещение зарядов и пойдет ток, 
т. е. будет выделяться энергия в виде теплоты, что на практике не 
наблюдается. 

Поверхность проводника будет эквипотенциальной поверхно-
стью, а линии напряженности вне проводника перпендикулярны 
его поверхности. 

Если проводнику сообщить электрический заряд, то под дейст-
вием сил отталкивания элементы этого заряда будут перемещаться 
по проводнику и сосредотачиваться на его поверхности в слое, ко-
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торый можно считать бесконечно тонким. Внутри заряженного про-
водника поле отсутствует. 

Описанное свойство проводников используют в технике при элек-
тростатическом экранировании электрической аппаратуры. Экра-
нируемый аппарат помещают в металлическую сетку-экран. В об-
ласти, ограниченной этим экраном, электрического поля практиче-
ски не будет. 

 

1.11. Поле точечного заряда и поле заряженного шара 
В качестве примера использования теоремы Гаусса найдем на-

пряженность поля, создаваемую точечным зарядом q в точке, уда-
ленной на расстоянии R от заряда. С этой целью проведем через 
заданную точку сферическую поверхность радиусом R, полагая, 
что заряд находится в центре сферы (см. рис. 1.5), и применим к 
этой сфере теорему Гаусса:  

 

В данном примере в каждой точке сферы векторы 

E  и 


dS  сов-

падают по направлению. Угол между ними равен нулю. В силу 
симметрии числовое значение E во всех точках сферы одно и то 
же, поэтому поток вектора напряженности поля через сферическую 
поверхность S  

2

а

4 ,qES E R  


 

где 24R – площадь сферической поверхности S. 
Следовательно, напряженность, создаваемая точечным зарядом 

q на расстоянии R от него,  

                                                
2

a

.
4


 

qE
R

                                      
(1.6) 

В соответствии с теоремой Гаусса напряженность поля заря-
женного шара имеет такое же выражение. Следовательно, заряд 
шара можно считать сосредоточенным в центре и рассматривать 
заряженный шар как точечное заряженное тело. В выражении (1.6) 
R  расстояние от центра шара до рассматриваемой точки поля. 
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Из выражения (1.6) видно, что наибольшая напряженность поля 
создается на поверхности заряженного шара. 

Пример 1.2. Чему равен запас электрической прочности воздуха, ок-
ружающего заряженный шар, имеющий радиус R = 1 мм, если электриче-
ский заряд шара q = 0,33  10–10 Кл, пробивная напряженность воздуха 
Eпр = 3  106 В/м, абсолютная диэлектрическая проницаемость воздуха εа = 
= ε0 = 8,85  10–12 Ф/м. 

Решение. Напряженность электрического поля на поверхности шара 
по уравнению (1.6) 

10
6

2 6 12
a

0,33 10 0,3 10  В/м.
4 4 3,14 1 10  8,85 10

qЕ
R



 


   

      
 

Запас электрической прочности 
6

пр
6

3 10 10.
0,3 10

Е
K

Е


  


 

 

1.12. Поле заряженной оси 
Рассмотрим электрическое поле заряженной оси с зарядом на 

единицу длины, равным τ. 
Диэлектрическая проницаемость среды, окружающей ось, рав-

на εа. Для нахождения напряженности поля в некоторой точке, 
удаленной на расстояние R от оси (рис. 1.7), проведем через эту 
точку цилиндрическую поверхность. Ось цилиндрической поверх-
ности совпадает с заряженной осью. Длина цилиндра равна l. 

 
Рис. 1.7. Поле заряженной оси 
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Используем теорему Гаусса, которая применима для замкнутой 
поверхности. В рассматриваемом случае замкнутая поверхность 
образована боковой поверхностью цилиндра и двумя его основа-
ниями. Поток вектора 


E  имеется только через боковую поверх-

ность цилиндра. Через основания поток вектора 

E  отсутствует, 

так как вектор элемента поверхности 


dS  каждого основания пер-
пендикулярен вектору .


E  

Вектор 


dS  боковой поверхности и вектор напряженности элек-
трического поля по направлению совпадают. В силу симметрии 
напряженность E будет одной и той же во всех точках боковой по-
верхности цилиндра. 

По теореме Гаусса (1.5) поток вектора напряженности электри-
ческого поля через боковую поверхность цилиндра 

a

2 ,
S

lEdS E Rl 
  




                                 (1.7) 

где S = 2πRl – площадь боковой поверхности цилиндра.  
Из выражения (1.7) следует 

                                              а

.
2

E
R



 

                                         (1.8) 

Напряженность в поле заряженной оси изменяется обратно 
пропорционально расстоянию R точки от оси. Наибольшая напря-
женность находится на поверхности заряженной оси. 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Дайте определение электрического поля. 
2. Поясните, какое поле называют электростатическим. 
3. Изложите физический смысл вектора напряженности 


E  и по-

тенциала φ.  
4. Нарисуйте картину электрического поля, нанесите линии на-

пряженности и эквипотенциальные линии двух заряженных осей. 
5. Объясните, чем отличаются свободные заряды от связанных. 
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6. Запишите теорему Гаусса. 
7. Назовите величины, от которых зависит запас электрической 

прочности диэлектрика. 
8. Два одинаковых точечных электрических заряда взаимодей-

ствуют в воздухе на расстоянии R = 5 см с силой F = 0,144 Н. Оп-
ределите величину электрического заряда. Ответ: 2  10–7 Кл. 

9. Напряженность электрического поля на расстоянии 20 см от 
центра заряженного шара радиусом 4 см составляет 10 В/м. Опре-
делите напряженность поля на поверхности шара. Ответ: 250 В/м. 



2. Электрические цепи и их расчет 
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2. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКИЕ ЦЕПИ И ИХ РАСЧЕТ 

2.1. Электрическая емкость. Конденсаторы 
Если к двум электродам (проводникам), разделенным диэлек-

триком, приложить постоянное электрическое напряжение U, то 
электроды приобретут одинаковые по величине и противополож-
ные по знаку электрические заряды. Абсолютная величина заряда q 
на каждом из электродов пропорциональна напряжению U: 
                                                   q = CU,                                            (2.1) 
где С – электрическая емкость. 

Единица измерения электрической емкости [С] – фарад (Ф). 
Электрическая емкость электродов, разделенных диэлектри-

ком, зависит от размеров и формы электродов, расстояния между 
ними, от свойств диэлектрика и не зависит ни от электрического 
заряда q, ни от напряжения U (за исключением использования ди-
электриков, изменяющих диэлектрическую проницаемость при 
изменении напряженности Е электрического поля). 

Электрическую емкость подобных систем приходится опреде-
лять и учитывать при проектировании и расчетах электротехниче-
ских и радиотехнических устройств и установок. В электротехнике 
и радиотехнике широко применяют устройства, специально соз-
данные для использования их электрической емкости, которые назы-
вают электрическими конденсаторами. Графическое изображение 
конденсатора в схеме электрической цепи показано на рисунке 2.5. 

Фарад – очень крупная единица емкости, поэтому в практиче-
ских расчетах емкость С измеряется в более мелких единицах – 
микро- и пикофарадах: 

1 мкФ = 10–6 Ф; 1 пФ =10–12 Ф. 
 

2.2. Поле и электрическая емкость плоского конденсатора 
Плоский конденсатор имеет две металлические пластины, раз-

деленные диэлектриком (рис. 2.1). 
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Рис. 2.1. Плоский конденсатор 

Расстояние между пластинами обычно мало по сравнению с их 
длиной и шириной, т. е. d << a и d << b. Если на пластины подать 
напряжение, то почти все свободные заряды пластин практически 
равномерно распределятся по внутренним, обращенным друг к 
другу поверхностям пластин. Искажением поля по краям пластин 
можно пренебречь. В пространстве между пластинами поле можно 
считать равномерным, т. е. вектор электрического смещения 


D  

постоянен по величине и направлен по нормали к поверхности пла-
стин (рис. 2.2). 

Полем с внешней стороны пластин в связи с малой плотностью 
электрических зарядов пренебрегаем. 

+
+
+
+
+
+
+
+
+

-
-
-
-
-
-
-
-
-

d

S
+ –

D
q–q+

X  
Рис. 2.2. Поле плоского конденсатора 
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Охватим заряд q одной из пластин замкнутой поверхностью. 
След этой поверхности показан на рисунке 2.2 штрихами. Одна 
сторона этой поверхности идет внутри конденсатора параллельно 
пластинам. 

В соответствии с теоремой Гаусса поток вектора электрическо-
го смещения через замкнутую поверхность S 

 Поле практически имеется только в пространстве между пла-
стинами, причем векторы 


D и 


dS  совпадают по направлению и 

величина электрического смещения 

D  во всех точках поля одина-

кова, поэтому 

 где S = ab – площадь поверхности пластины. 

Следовательно, ,
qD
S

 а напряженность электрического поля 

при однородном и изотропном диэлектрике по выражению (1.3) 

a

.

qE
S

 

Для нахождения электрической емкости С конденсатора на-
пряжение U между пластинами выразим через заряд q. Так как по-
ле между пластинами равномерное, то по уравнению (1.2) 

a

. 

qU Ed d
S  

Электрическая емкость конденсатора a .
q SqC

U qd


   

В окончательном виде  

                                                 
a . 

SC
d

                                           (2.2) 

Как видно из уравнения (2.2), емкость С зависит от геометри-
ческих размеров пластин, их взаимного расположения, электриче-
ских свойств диэлектрика. 
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Увеличения емкости можно достигать увеличением поверхно-
сти пластин S, выбором диэлектрика с высокой относительной ди-
электрической проницаемостью εr и уменьшением расстояния ме-
жду пластинами d. Однако уменьшение расстояния d ограничено 
электрической прочностью диэлектрика, с уменьшением d увели-
чивается напряженность: 

.
UE
d

 

Любой диэлектрик при определенной напряженности электри-
ческого поля пробивается. 

Пример 2.1. Между одной из пластин плоского конденсатора и на-
полнителем (парафином) образовался слой воздуха (рис. 2.3). 

 
Рис. 2.3. Плоский конденсатор с двумя слоями диэлектрика 

 
Площадь поверхности пластины конденсатора S = 200 см2, толщина слоя 

парафина d1 = 0,5 см, толщина воздушного слоя d2 = 0,1 см, относительная 
диэлектрическая проницаемость парафина 

1
r = 2, воздуха 

2
r  = 1. 

Пробивные напряженности для парафина и для воздуха соответствен-
но равны: 

1пр
кВ150 ;
см

Е 
 

2пр
кВ30 .
см

Е   

Определить, при каком напряжении этот конденсатор будет пробит, 
какое напряжение выдержит конденсатор без дефекта (расстояние между 
пластинами d = 0,6 см). 
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Решение. Для двухслойного плоского конденсатора напряжение ме-
жду пластинами 

U = d1E1 + d2E2. 

Электрическое смещение 
qD
S

 не зависит от свойств диэлектрика. 

Напряженности 

1

1
0

,
 r

DE

 2

2
0

,
 r

DE

 
т. е. напряженность будет больше в слое воздуха. 

Выразим: 

20 2 ;  rD E  2

1

2
1 .





r

r

E
E  

Для определения напряжения, при котором конденсатор будет про-
бит, запишем: 

2

1

2
1 2 2 ;


 


r

r

E
U d d E  

30 10,5 0,1 30 7,5 3 10,5 кВ.
2

U 
       

Конденсатор без дефекта выдержит напряжение 

1 0,6 150 90 кВ.U dE     
 

2.3. Поле и электрическая емкость 
цилиндрического конденсатора 

Цилиндрический конденсатор представляет собой два разде-
ленных изоляцией проводящих цилиндра с совпадающими осями, 
т. е. соосных или коаксиальных (рис. 2.4, а). Примером цилиндри-
ческого конденсатора может служить коаксиальный кабель, у ко-
торого внутренний провод прокладывается строго по оси кабеля, а 
другой в виде металлической оплетки охватывает изоляцию цен-
трального проводника. Коаксиальные кабели предназначены для 
передачи электроэнергии высокой частоты. 
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                                а                                                                       б 

 
Рис. 2.4. Цилиндрический конденсатор (а), напряженность E 

и потенциал  поля конденсатора в зависимости от R (б) 
 

Пусть внутренний цилиндр радиусом R1 имеет на единицу дли-
ны заряд +, а внешний цилиндр радиусом R2 – заряд –. 

Поле зарядов, имеющихся на цилиндрической поверхности внут-
реннего проводника, можно заменить полем зарядов, расположенных 
на оси кабеля. Так как длина кабеля велика по сравнению с его диа-
метром, то применимы уравнения (1.7), (1.8) (см. п. 1.12). 

Напряженность электрического поля между проводящими ци-
линдрами на расстоянии R от оси кабеля по уравнению (1.8) 

a

.
2



 

E
R

 

Напряжение между цилиндрами определяется интегралом:  

                            

2 2

1 1

2

a a 1

ln .
2 2
 

  
  

R R

R R

RdRU EdR
R R

                  (2.3) 

Электрическая емкость цилиндрического конденсатора и коак-
сиального кабеля на единицу длины 

                                          

a

2

1

2 .
ln

С RU
R


                                          (2.4) 
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На рисунке 2.4, б показаны графики изменения потенциала φ  и 
напряженности Е в зависимости от расстояния R от оси кабеля. По-
тенциал на поверхности наружного проводника принят равным нулю. 
При R < R1 в проводящем внутреннем цилиндре φ = const = U, Е = 0. 
При R > R2 напряженность Е = 0 согласно теореме Гаусса. 

Наибольшее значение напряженность поля имеет у поверхно-
сти внутреннего цилиндра (R = R1): 

max 1
а

,
2

E R



 

или, выражая τ из формулы (2.3) через U, получаем  

                                           

max
2

1
1

.                                       (2.5)
ln


UE RR

R
                      

Пример 2.2. Цилиндрический воздушный конденсатор длиной l = 
= 20 см, радиусом внутреннего цилиндра R1 = 0,5 см и внешнего R2 = 2,5 см 
включен под напряжение 20 кВ. Определить емкость конденсатора, заряд 
конденсатора, максимальную и минимальную напряженности электриче-
ского поля. 

Решение. Электрическую емкость цилиндрического конденсатора дли-
ной l находим по выражению (2.4): 

12
12а

2

1

2 2 3,14 8,85 10 0, 2 6,94 10  Ф.
2,5lnln
0,5


    

   
l

С
R
R

 

Заряд конденсатора q = CU = 6,94  10–12  20  103 = 138,9  10–9 Кл. 
Заряд конденсатора на единицу длины 

9
9138,9 10 694,7 10  Кл/м.

0, 2
q
l




      

Максимальная напряженность поля на поверхности внутреннего ци-
линдра  

9
5

max 12 2
0 1

694,7 10 25 10  В/м.
2 2 3,14 8,85 10 0,5 10



 

 
   

     
Е

R
 

Минимальная напряженность поля у поверхности внешнего цилиндра 
5

min
0 2

5 10  В/м.
2


  


Е

R
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Пример 2.3. Коаксиальный кабель имеет радиус внутренней жилы 
R1 = 2 мм и внешней оболочки R2 = 5 мм. Определить, под какое напряже-
ние можно включить кабель, если максимальная напряженность поля не 
должна превышать 1/3 пробивной напряженности Епр диэлектрика, рав-
ной 2  104 кВ/м. 

Решение. Напряженность поля максимальна на поверхности внут-
реннего цилиндра. По уравнению (2.5) 

max
2

1
1

.
ln


UE

RR
R

 

По условию пр
max .

3
Е

E   

Выражаем пр
13

E
U R 2

1

ln .
R
R

 

Подставляем значения величин и полу-

чаем U =12,2 кВ. 
 

2.4. Энергия и плотность энергии электрического поля 
Система заряженных тел является носителем определенного 

запаса энергии. Эта энергия сообщается системе внешними источ-
никами в процессе образования зарядов и может быть вновь воз-
вращена источникам или преобразована в другие виды энергии при 
уменьшении зарядов. 

Для получения выражения энергии, запасенной в системе заря-
женных проводящих тел, рассмотрим работу, совершаемую внеш-
ними источниками при образовании зарядов системы. 

Пусть конденсатор с емкостью C через резистор с сопротивле-
нием R подключен к источнику энергии. Часть элементарной рабо-
ты, производимой источником энергии при увеличении заряда 
конденсатора на dq, равна uCdq. Эта работа идет на создание запаса 
энергии в электрическом поле конденсатора, обозначим ее dWэ: 

dWэ = uCdq. 
Для конденсаторов с диэлектриком, у которого диэлектриче-

ская проницаемость εr = const, имеем соотношение q = CuC. Сле-
довательно, dq = CduC, поэтому энергию, запасенную в электриче-
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ском поле конденсатора, при изменении напряжения на конденса-
торе от 0 до UC найдем из выражения 

                                           

2

э
0

.
2

CU
C

C C
CUW Cu du 

                         
 (2.6)  

Каждая единица объема диэлектрика, который помещен между 
электродами конденсатора, является носителем определенного за-
паса энергии, поэтому можно говорить об объемной плотности 
энергии электрического поля: 

2
э ,

2
W CU
V V

  

где V  объем диэлектрика, в котором заключена электрическая 
энергия Wэ. 

Энергия электрического поля измеряется в джоулях (Дж), а 
объемная плотность энергии  в джоулях на кубический метр 
(Дж/м3). 

Объемную плотность энергии электрического поля рассмотрим 
на примере плоского конденсатора. 

Емкость плоского конденсатора 

a , 
SC
d  

где S  поверхность пластины, 
d  расстояние между пластинами. 
Поле между пластинами равномерное, поэтому UС = Ed. Ис-

пользуем эти соотношения в уравнении (2.6) и получим 
2 2

э a a ,
2 2

SE d E VW      

где V = Sd  объем диэлектрика, в котором сосредоточено электри-
ческое поле. 

Энергия, отнесенная к единице объема поля,  

                                         

2
э

a ,
2 2

W E DE
V

                                       (2.7) 

где a . D E  
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Выражение (2.7) для объемной плотности энергии записано че-
рез характеристики электрического поля. 

 

2.5. Последовательное соединение конденсаторов 
На рисунке 2.5 изображены три конденсатора, соединенные по-

следовательно. 

 
Рис. 2.5. Последовательное соединение конденсаторов 

 
Две крайние обкладки последовательной цепочки конденсато-

ров присоединены к зажимам источника постоянного напряжения, 
другие обкладки с источником непосредственно не соединяются и 
заряжаются вследствие электростатической индукции. Поэтому за-
ряд всех конденсаторов и каждого в отдельности один и тот же: 
                                            q = q1 = q2 = q3.                                      (2.8) 

Для упрощения схемы электрической цепи группу конденсато-
ров можно заменить одним с эквивалентной емкостью Сэ. 

Напряжение на группе последовательно соединенных конден-
саторов равно сумме напряжений на каждом конденсаторе: 

U = U1 + U2 + U3. 
С учетом уравнений (2.1) и (2.8) получим 

э 1 2 3

.q q q q
C C C C

    

Сокращая последнее выражение на q, находим 

                                   э 1 2 3

1 1 1 1 .
C С С С

  

                                 
 (2.9) 

Для определения Сэ нужно найти величину, обратную найден-
ной по уравнению (2.9). В частном случае при последовательном 
соединении двух конденсаторов с емкостями С1 и С2 находим 
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2 1

э 1 2 1 2

1 1 1 .
С С

С С С С С


  

                              
(2.10) 

Находим значение Сэ как обратное выражению (2.10): 

1 2
э

1 2

.
С СС

С С



 

Если в последовательную цепь соединяется n конденсаторов 
одинаковой емкости Сn, то эквивалентная емкость 

э .nСС
n

  

Как видим, последовательное соединение конденсаторов умень-
шает эквивалентную емкость. Она будет меньше емкости любого 
из последовательно соединенных конденсаторов. 

Однако при последовательном соединении конденсаторов на-
пряжение сети, в которую включена батарея этих конденсаторов, 
распределяется между этими конденсаторами в зависимости от их 
емкости. Чем больше емкость конденсатора, тем меньше на нем на-
пряжение. Таким образом, последовательное соединение конден-
саторов применяют для того, чтобы напряжение на каждом кон-
денсаторе не превышало его допустимого рабочего напряжения (во 
избежание пробоя диэлектрика конденсатора). 

 

2.6. Параллельное 
и смешанное соединение конденсаторов 

При параллельном соединении конденсаторов (рис. 2.6)  

 
Рис. 2.6. Параллельное соединение конденсаторов 

 
все конденсаторы находятся под одним и тем же напряжением U, а 
заряды получаются разными: 
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                     q1 = С1U;   q2 = С2U;   q3 = С3U.                           (2.11) 
Каждый конденсатор получает заряд независимо от другого, 

поэтому общий заряд равен сумме зарядов конденсаторов: 
q = q1 + q2 + q3.                                    (2.12) 

Подставляя в уравнение (2.12) выражения зарядов из уравнений 
(2.11) и сокращая на U, получаем 

Сэ = С1 + С2 + С3. 
Эквивалентная емкость равна сумме емкостей. При параллель-

ном соединении n конденсаторов одинаковой емкости Сn эквива-
лентная емкость 

Сэ = С1 + nСn. 
Как видим, параллельное соединение конденсаторов увеличи-

вает эквивалентную емкость батареи этих конденсаторов. 
Смешанное соединение конденсаторов применяют тогда, когда 

необходимо увеличить емкость батареи и уменьшить напряжение 
до допустимого рабочего на каждом конденсаторе. 

Пример 2.4. В схеме на рисунке 2.7 емкости конденсаторов С1 = 
= 20 мкФ, С2 = 16 мкФ, С3 = 14 мкФ, а общее напряжение U = 200 В. Оп-
ределить заряд и напряжение каждого конденсатора. 

 
 а      б                в 

Рис. 2.7. Смешанное соединение конденсаторов 
и схемы цепей после преобразований  

 
Решение. Эквивалентная емкость параллельно включенных конден-

саторов С2 и С3 (рис. 2.7, а)  
С23 = С2 + С3 = 30 мкФ. 
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На упрощенной схеме (рис. 2.7, б) видно, что конденсаторы С1 и С23 со-
единены последовательно, эквивалентная емкость этих конденсаторов 

1 23
э

1 23

20 30 12 мкФ.
20 30

С С
С

С С


  
 

 

Общий заряд системы конденсаторов на схеме рисунка 2.7, а 
6 4

э 12 10 200 24 10  Кл.q C U         
Такой же заряд имеет место на последовательно соединенных конден-

саторах С1 и С23: 
4

1 23 24 10  Кл.q q q      
Тогда напряжение на конденсаторах 

4
1

1 6
1

24 10 120 В;
20 10

q
U

C






  


 

4
23

2 6
23

24 10 80 В.
30 10

q
U

C






  


 

Следовательно, заряды конденсаторов С2 и С3: 
6 4

2 2 2 16 10 80 12,8 10  Кл;q C U         
6 4

3 3 2 14 10 80 11, 2 10  Кл.q C U         

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Выразите зависимость электрического заряда конденсатора 
от его емкости. 

2. Назовите величины, определяющие значение электрической 
емкости плоского конденсатора. 

3. Объясните, как влияет диэлектрическая проницаемость ди-
электрика на емкость конденсатора. 

4. Запишите, чему равна энергия электрического поля конден-
сатора, его плотность электрической энергии. 

5. Запишите формулу для определения эквивалентной емкости 
последовательно соединенных конденсаторов. 

6. Приведите формулу, по которой находят эквивалентную ем-
кость параллельно соединенных конденсаторов.  

7. Два электрода, разделенных диэлектриком, имеют равные 
по величине и противоположные по знаку электрические заряды 
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(q = 0,001 Кл). Определите напряжение между электродами, если 
их электрическая емкость С = 0,0005 Ф. Ответ: 2 В. 

8. Плоский воздушный конденсатор находится под напряжени-
ем 10 кВ. Расстояние между обкладками равно 0,5 см. Определите 
запас электрической прочности конденсатора, если электрическая 
прочность воздуха 30 кВ/см. Ответ: К = 1,5. 

9. Между обкладками плоского воздушного конденсатора, 
имеющими площадь S = 3600 см2 и напряжение U = 2,4 кВ, рас-
стояние d составляет 0,5 см. Определите напряженность электри-
ческого поля и емкость конденсатора. Ответ: Е = 48  104 В/м; 
С = 0,636  109 Ф. 
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Э3. ЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
ПОСТОЯННОГО ТОКА 

3.1. Электрическая цепь 
Электрической цепью называют совокупность соединенных 

друг с другом источников электрической энергии и приемников, 
по которым может протекать электрический ток. Электромаг-
нитные процессы в электрической цепи можно описать с помо-
щью таких понятий, как ток, напряжение, электродвижущая си-
ла (ЭДС). 

В источниках электрической энергии (гальванические элемен-
ты, аккумуляторы, электромагнитные генераторы и т. п.) химиче-
ская, механическая, тепловая энергия или энергия других видов 
превращается в электрическую, а в приемниках электрической 
энергии (электронагреватели, электрические лампы, электрические 
двигатели и т. п.) электрическая энергия преобразуется в тепловую, 
световую, механическую и другие виды энергии. 

Электрические цепи, в которых получение электрической энер-
гии в источниках, ее передача и преобразование в приемниках 
происходят при неизменных во времени токах и напряжениях, на-
зывают цепями постоянного тока. 

Схемой электрической цепи называют ее графическое изобра-
жение, содержащее условные обозначения ее элементов и показы-
вающее соединение этих элементов. 

На рисунке 3.1, а изображена принципиальная схема простей-
шей электрической цепи с источником электрической энергии – 
аккумуляторной батареей и с приемником – лампой накаливания. 
Выводы (зажимы) источника и приемника энергии соединены ме-
жду собой двумя проводами. 
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            а      б 

Рис. 3.1. Простейшая электрическая цепь: 
а  принципиальная схема; б  расчетная схема замещения 

 
Расчеты электрических цепей и исследования процессов, про-

исходящих в них, основываются на различных допущениях и неко-
торой идеализации реальных объектов электрических цепей. В 
теории электрических цепей несущественно, какие именно элек-
тротехнические устройства включены в электрическую цепь, а ва-
жны такие их электрические и магнитные свойства, которые по-
зволяют выполнить расчет токов, напряжений, мощностей. 

В цепях постоянного тока у источников электрической энергии 
необходимо знать электродвижущую силу Е и внутреннее сопро-
тивление Rвт, а у приемника и соединительных проводов  сопро-
тивление R. На рисунке 3.1, б представлена расчетная схема заме-
щения простейшей электрической цепи. Источник энергии изо-
бражен в виде последовательного соединения источника ЭДС Е и 
резистора Rвт, приемник  в виде резистора R. Сопротивление 
соединительных проводов не учтено, так как оно намного меньше 
сопротивления приемника. 

При рассмотрении более сложных электрических цепей постоян-
ного тока, имеющих несколько источников энергии, несколько 
приемников и разнообразные способы их соединения, элементами 
схем электрических цепей останутся источники ЭДС Е и резисто-
ры R. Для всего многообразия электротехнических устройств это 
позволяет выработать единые методики расчета.  
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3.2. Электродвижущая сила 
По закону Кулона электрические заряды действуют друг на 

друга с определенной силой. Причем заряды одного знака отталки-
ваются, а заряды разных знаков притягиваются. 

Внутри источников электрической энергии на электрические 
заряды действуют силы неэлектростатического происхождения, 
некулоновы силы. Их называют сторонними. Например, разделе-
ние зарядов в электропроводной среде происходит под действием 
электромагнитных сил при движении заряженных частиц в маг-
нитном поле, в результате создается электрическое поле и образу-
ется электродвижущая сила. Сторонние силы создаются и другими 
процессами (химические реакции, тепловые процессы, контактные 
явления и т. д.). 

Сторонние силы перемещают положительные заряды внутри 
источника энергии от отрицательного зажима к положительному, 
т. е. против сил электростатического поля. 

Величина, характеризующая способность сторонних сил созда-
вать электрическое поле и вызывать электрический ток, называется 
электродвижущей силой. 

Электродвижущая сила Е численно равна работе сторонних сил 
по переносу единичного положительного заряда через область дей-
ствия этих сил. Направление действия ЭДС (от отрицательного вы-
вода к положительному) показано на схеме стрелкой (рис. 3.1, б). 
Стрелка показывает направление возрастания потенциала. Измеря-
ется ЭДС Е в вольтах (В), так же как потенциал и напряжение. 

Благодаря ЭДС во внешней части цепи создается постоянно 
действующее электрическое поле, и в замкнутом контуре простей-
шей электрической цепи возникает ток I. 

 

3.3. Электрический ток 
Электрический ток в проводящей среде есть упорядоченное 

движение заряженных частиц внутри проводника под действием 
сил электрического поля. 

Проводники делят на два вида в зависимости от типа носителей 
электрического заряда, образующих электрический ток. В провод-
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никах первого вида (металлах) ток образуется свободными элек-
тронами. В проводниках второго вида (расплавленные соли, рас-
творы солей, кислот, щелочей) носителями электрического заряда 
являются ионы  заряженные атомы и молекулы. Под действием 
сил электрического поля положительно заряженные частицы дви-
жутся по направлению поля, а отрицательные  в обратном на-
правлении. 

Интенсивность электрического тока оценивается физической 
величиной, называемой силой электрического тока. В практике 
эту величину называют электрическим током или просто током. 

Величина тока проводимости определяется электрическим за-
рядом всех частиц, проходящих через поперечное сечение провод-
ника в единицу времени. Предположим, через поперечное сечение 
проводника S за время t равномерно проходит n электронов. Заряд 
каждого электрона – е, поэтому общий заряд частиц, прошедших 
через сечение за это время, q = en. 

Отношение 
q en I
t t
   

выражает заряд, перенесенный электронами через сечение провод-
ника за 1 с, т. е. ток I. 

Единица измерения электрического тока  ампер (А). На практи-
ке применяют производные от ампера: 1 килоампер (кА) = 103 А  для 
измерения больших токов; 1 миллиампер (мА) = 103 А и 1 микро-
ампер (мкА) = 106 А  для измерения малых токов. 

Положительным направлением электрического тока условно 
принято считать направление, в котором движутся положительно 
заряженные частицы. На рисунке 3.1, б направление тока I показа-
но стрелкой во внешней цепи от положительного вывода источни-
ка энергии к отрицательному, т. е. совпадающим с направлением 
ЭДС. В металлах положительное направление тока противополож-
но направлению движения электронов. 

Электрический ток, длительно не изменяющийся по величине и 
направлению, называется постоянным (рис. 3.2, график 1). 
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Рис. 3.2. Графики зависимости электрических токов от времени 
 
Для постоянного тока характерно прохождение электрического 

заряда через поперечное сечение проводника в одном направлении 
с одинаковой интенсивностью. 

Если ток со временем изменяется, то он называется перемен-
ным (рис. 3.2, графики 2, 3). В таком случае по оси ординат на гра-
фиках откладываются мгновенные значения тока, которые опреде-
ляются изменением заряда q за бесконечно малый промежуток вре-
мени: 

.dqi
dt

  

На графике 3 (рис. 3.2) показан мгновенный ток i(t1) в момент 
времени t1. 

В практических расчетах пользуются понятием плотности 
электрического тока J. При токе в проводнике I и поперечном се-
чении проводника S численно плотность тока определяется отно-
шением 

.IJ
S

                                                (3.1) 

Единица измерения плотности тока – ампер на квадратный 
метр (А/м2). 

На практике площадь поперечного сечения проводов чаще вы-
ражают в квадратных миллиметрах (мм2) и соответственно плот-
ность тока  в амперах на квадратный миллиметр (А/мм2). 
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При постоянном токе, несмотря на движение заряженных час-
тиц в проводнике, распределение заряда в нем стационарно, так 
как в любом элементе объема за некоторый промежуток времени 
заряд уходящих и входящих частиц одинаков. 

Электрическое поле, создаваемое движущимися заряженными 
частицами в проводнике, называется стационарным в отличие от 
электростатического, создаваемого неподвижными заряженными 
частицами. 

Электрический ток в проводнике и соответствующее ему ста-
ционарное электрическое поле нужно поддерживать, непрерывно 
пополняя энергию поля, которая расходуется в связи с движением 
заряженных частиц, превращаясь в теплоту. 

 

3.4. Электрическое сопротивление. Закон Ома 
Электрическое сопротивление – это противодействие, которое 

атомы и молекулы проводника оказывают направленному движе-
нию зарядов в проводнике. 

В 1826 г. Георг Ом экспериментально получил формулу для оп-
ределения сопротивления участка проводника: 

 
.UR

I
                                              (3.2) 

Для практических целей представляет интерес определение со-
противления участка проводника, если известны его форма и раз-
меры. 

Рассмотрим отрезок проводника длиной l и поперечным сече-
нием S (рис. 3.3). 

 
Рис. 3.3. Участок проводника с током 
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Наличие тока означает, что в проводнике существует электри-
ческое поле с напряженностью Е. 

Электрическое поле можно принять равномерным, тогда по 
уравнению (1.2) напряжение на проводнике 

U = El. 
Плотность электрического тока в проводнике выражается про-

изведением напряженности электрического поля Е и удельной 
электрической проводимости : 

J = E. 
Удельная электрическая проводимость  характеризует электро-

проводность вещества. В электротехнических справочниках при-
водятся значения удельной электрической проводимости материа-
лов или обратной ей величины удельного сопротивления: 

1 . 


 

Считая, что ток равномерно распределен по сечению (J = const), 
и учитывая уравнения (3.1) и (3.2), можно записать выражение со-
противления проводника через его размеры: 

.U El l lR
I ES S S

    
 

 

Наряду с сопротивлением для расчета цепей вводят понятие 
проводимости – величины, обратной сопротивлению: 

1 .g
R

  

Единицей электрического сопротивления является сопротивле-
ние такого проводника, в котором при напряжении 1 В устанавли-

вается ток 1 А: [R] = U
I

 
  

 = вольт-ампер (ВА) = ом (Ом). 

Единица измерения проводимости  1/Ом = сименс (См). 
Единица измерения удельной проводимости – 1/(Ом  м); удель-

ного сопротивления  Ом  м. 
Из уравнения (3.2) следует 
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.UI
R

                                                 (3.3) 

Уравнение (3.3) является математическим выражением закона 
Ома для участка проводника. 

Ток в проводнике равен отношению напряжения на участке 
проводника к электрическому сопротивлению этого участка. 

Выражения U = RI и UR
I

  являются производными закона 

Ома для участка проводника. 
Графическое изображение электрического сопротивления R 

представлено на рисунке 3.1, б. Элемент цепи, обозначенный R, 
называют резистором или резистивным элементом цепи, предна-
значенным для использования его электрического сопротивления. 

Положительное направление напряжения U на резистивном 
элементе R совпадает по направлению с током I. Ток через рези-
стор R идет от большего потенциала к меньшему. 

Важно отметить, что линии, соединяющие резисторы и источ-
ники ЭДС в расчетных схемах (см. рис. 3.1, б), являются провод-
никами, но их сопротивлением пренебрегают (т. е. считают равным 
нулю) и учитывают при расчете цепи только сопротивления рези-
сторов R. 

В общем случае сопротивление R зависит от тока I. Металлы 
нагреваются при прохождении тока через них. При увеличении 
температуры проводника усиливается тепловое хаотическое дви-
жение частиц, что увеличивает число столкновений и затрудняет 
упорядоченное движение электронов. 

Сопротивление полупроводников изменяется при изменении 
величины и направления тока. 

На практике часто бывает задана не зависимость сопротивле-
ния от тока R(I) резистивного элемента, представляющего прием-
ник на схеме, а зависимость напряжения на резистивном элементе 
от тока U(I) или обратная зависимость тока от напряжения I(U). 
Характеристики U(I) и I(U) получили название вольт-амперных 
характеристик (ВАХ). 
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Вольт-амперные характеристики могут быть нелинейными 
(рис. 3.4) и линейными (рис. 3.5). Следовательно, электрические 
цепи, содержащие элементы с нелинейными характеристиками, 
называют нелинейными, а цепи, содержащие только элементы с 
линейными характеристиками, называют линейными. 

Для нелинейных резистивных элементов характерно сопротив-
ление, которое зависит от тока. Так, судя по ВАХ (см. рис. 3.4), 
сопротивление элемента 1 падает с ростом тока, а сопротивление 
элемента 2 растет. Режимы работы большого числа реальных элек-
трических цепей можно отнести к линейным (см. рис. 3.5), поэтому 
изучение свойств и методов расчета линейных электрических це-
пей представляет значительный практический интерес. У линей-
ных резистивных элементов сопротивление R неизменно, не зави-
сит от тока; ЭДС Е источников в линейных цепях также считается 
постоянной. 

          
                  Рис. 3.4. ВАХ нелинейных                       Рис. 3.5. ВАХ линейных  

      элементов электрической цепи              элементов электрической цепи 
 
Пример 3.1. Катушка из медной проволоки имеет N = 2000  витков, 

средний диаметр витка D = 127 мм, диаметр проволоки d = 2 мм. Опреде-
лить сопротивление провода катушки, если удельное сопротивление меди 
при t = 20 C  = 0,0175 Ом  мм2/м. 

Решение. Определим длину медной проволоки, умножив длину ок-
ружности среднего витка на число витков: 

33,14 127 10 2000 800 м.l DN         
Сечение медного провода 

2 2
23,14 2 3,14 мм .

4 4
dS  
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Определим сопротивление провода катушки: 
8000,0175 4, 45 Ом.
3,14

lR
S

     

 

3.5. Энергия и мощность источника ЭДС 
Работа сторонних сил в источнике ЭДС по переносу единично-

го положительного заряда равна ЭДС Е. Следовательно, работа 
сторонних сил по перемещению всего электрического заряда q, 
создающего электрический ток, равна Eq. 

Работа сторонних сил равна энергии, отдаваемой источником 
питания во внешнюю цепь. Эта энергия называется электрической 
энергией источника:  

и .W Eq  
Перемещенный заряд q можно выразить через ток в источнике: 

q = It, поэтому 
Wи = EIt.                                          (3.4) 

Формула (3.4) позволяет подсчитать энергию, выработанную 
источником за определенный промежуток времени t. Для оценки 
работоспособности источника нужно определить энергию, вырабо-
танную источником в единицу времени, т. е. за 1 с. 

Энергия, вырабатываемая в единицу времени, называется мощ-
ностью источника: 

и
и ;W EItP

t t
   

и .P EI                                             (3.5) 
Единица измерения энергии  джоуль (Дж). 

Единица измерения мощности [Р] =  W
t

 
  

 = джоуль-секунда = 

= ватт (Вт). 
Из формулы (3.5) следует, что 

ватт = вольт-ампер; джоуль = вольт-ампер-секунда = ватт-секунда. 
Указанные единицы измерения мощности и энергии являются 

основными. Измерять большие мощности и количество энергии 
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удобнее более крупными единицами, чем ватт и джоуль. Поэтому 
пользуются производными единицами: 

1 киловатт (кВт) = 103 Вт; 1 мегаватт (МВт) = 106 Вт; 
1 киловатт-час (кВт  ч) = 1000  3600 = 36  105 Вт  с (или Дж). 
 

3.6. Преобразование электрической энергии в тепловую 
Электрические заряды, движущиеся в проводнике под действи-

ем сил электрического поля, сталкиваются с элементарными час-
тицами атомов и молекул проводника. При каждом столкновении 
движущиеся электрические заряды отдают энергию, при этом про-
водник нагревается за счет работы сил электрического поля. 

Выразим количество выделенной тепловой энергии через напря-
жение и ток. Предположим, что в проводнике, имеющем на концах 
разность потенциалов U, заряд перемещенных частиц q = It. 

Энергия электрического поля, затраченная на перемещение за-
ряженных частиц, 

э .W Uq UIt   
Работа сил электрического поля расходуется на нагревание про-

водника. Поэтому энергию Wэ можно считать равной тепловой 
энергии приемника: 

п э .W W UIt   
Согласно закону Ома, U = IR, тогда 

2
п .W I Rt                                           (3.6) 

Формула (3.6) является математическим выражением закона 
Джоуля – Ленца. 

Количество электрической энергии, преобразуемой в про-
воднике в тепловую энергию, пропорционально квадрату то-
ка и электрическому сопротивлению проводника. 

Скорость преобразования электрической энергии в другой вид 
энергии в приемнике называется мощностью приемника: 

п
п .WP UI

t
                                         (3.7) 
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Формула (3.7) справедлива для любого приемника независимо 
от вида энергии, который получается в результате преобразования. 

Если электрическая энергия полностью превращается в тепло-
вую, то мощность приемника можно выразить через ток в провод-
нике и его сопротивление: 

2
п .P I R  

Явление преобразования в проводниках электрической энергии 
в тепловую широко используется на практике. На этом принципе 
основано действие большинства электрических промышленных и 
бытовых нагревательных устройств. 

 

3.7. Преобразование электрической энергии в световую 
Принцип преобразования электрической энергии в световую ле-

жит также в основе работы электрических ламп накаливания. Нить 
лампы, изготовленная из тугоплавкого металла (вольфрама), нагрева-
ется при электрическом токе до температуры 3000 С. 

При высокой температуре нити лампы часть энергии излучает-
ся в виде световой энергии, которая в общем потоке тепловой энер-
гии, излучаемой лампой, составляет менее 10 %. 

Пример 3.2. Электропечь мощностью 1000 Вт при напряжении 220 В 
присоединена к распределительному щитку алюминиевыми проводами 
сечением S = 5 мм2 и длиной 50 м (в одну сторону). Определить ток, со-
противления электропечи и соединительных проводов, мощность потерь 
энергии и падение напряжения в проводах. 

Решение. Ток в электропечи 

п 1000 4,54 A.
220

PI
U

    

Сопротивление электропечи 

п
220 48, 4 Ом.
4,54

UR
I

    

Сопротивление соединительных проводов (линии) при удельном со-
противлении алюминия  = 0,029  106 Ом  м (t = 20 С) 
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6
Л 6

50 20,029 10 0,58 Ом.
5 10

lR
S





    


 

Мощность потерь энергии в соединительных проводах (линии) 
2 2

Л Л 4,54 0,58 11, 2 Вт.P I R     
Падение напряжения в проводах 

Л Л 4,54 0,58 2,63 В.U IR     
 

3.8. Режимы электрических цепей 
Источники и приемники электрической энергии, провода, а так-

же вспомогательные аппараты и приборы характеризуются номи-
нальными величинами тока, напряжения, мощности и так далее, на 
которые эти устройства рассчитаны заводами-изготовителями для 
нормальной работы. Номинальные величины обычно указываются 
в паспорте устройства. 

Режим работы, при котором действительные токи, напряжения, 
мощности элементов электрической цепи соответствуют их номи-
нальным величинам, называется номинальным (нормальным). 

Если в электрической цепи действительные характеристики ре-
жима отличаются от номинальных величин ее элементов, но от-
клонения находятся в допустимых пределах, режим называется 
рабочим. На рисунке 3.6 представлена схема простейшей электри-
ческой цепи с переменным сопротивлением R приемника. 

E
U

R

Râò

I

 
Рис. 3.6. Схема простейшей электрической цепи 

с переменным сопротивлением R приемника 
 
Применяя к этой цепи закон сохранения энергии, составим урав-

нение энергетического баланса за некоторое время: 
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и п вт ,W W W   
где Wи = EIt  энергия источника; 

Wп = I2Rt  энергия приемника; 
Wвт = I2Rвтt  энергия потерь на внутреннем сопротивлении ис-

точника. 
Энергетический баланс принимает следующий вид: 

2 2
вт .EIt I Rt I R t   

После сокращения на t получим уравнение баланса мощностей: 
2 2

вт .EI I R I R   
Далее, сокращая на I, получаем уравнение баланса напряжений: 

вт ,E IR IR   или вт ,E U U   
где Uвт  падение напряжения на внутреннем сопротивлении ис-
точника. 

Ток в цепи 

вт

.EI
R R




                                       (3.8) 

Формула (3.8) является выражением закона Ома для простей-
шей цепи. 

Напряжение U на приемнике, равное в этом случае напряже-
нию на внешних зажимах источника, меньше ЭДС источника на 
величину внутреннего падения напряжения IRвт: 

вт .U E IR                                         (3.9) 
Для обеспечения нормальных условий работы приемников 

электрической энергии необходимо соблюдать соответствие на-
пряжений: действительное напряжение на зажимах приемника 
должно быть равно его номинальному напряжению. 

Коэффициент полезного действия источника определяется от-
ношением мощности приемника Pп к мощности источника Pи: 

п

и

.Р
Р

   

При сопротивлении R =  тока в цепи не будет, это соответст-
вует размыканию цепи. Режим электрической цепи или отдельных 
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источников, при котором ток в них равен нулю, называется режи-
мом холостого хода. При холостом ходе напряжение на внешних 
зажимах источника равно его ЭДС (уравнение (3.9)): 

х.x .U Е  
Согласно выражению (3.8), при R = 0 

к
вт

,EI I
R

                                           (3.10) 

а напряжение на зажимах приемника U = 0. 
Режим электрической цепи, при котором накоротко замкнут 

участок с одним или несколькими элементами, в связи с чем на-
пряжение на этом участке равно нулю, называется режимом ко-
роткого замыкания. 

Короткие замыкания в электрических установках нежелатель-
ны, поскольку токи короткого замыкания, как правило, в несколько 
раз превышают номинальные значения, что ведет к резкому увели-
чению выделения теплоты в токоведущих частях и, следовательно, 
к порче электрических установок. 

Напряжение на зажимах источника энергии уменьшается от 
Uх.x = E до U = 0, если ток нагрузки увеличивается от нуля до тока 
короткого замыкания Iк. График изменения напряжения на источ-
нике U в зависимости от I на участке от I = 0 до I, равного номи-
нальному, показан линией 1 на рисунке 3.5. 

Пример 3.3. Ток короткого замыкания источника энергии Iк = 40 А. 
При подключении к источнику резистора с сопротивлением R = 30 Ом 
ток в цепи уменьшился до 10 А. Определить внутреннее сопротивление 
источника. 

Решение. При коротком замыкании по уравнению (3.10) 

к вт вт40 .E I R R    
В рабочем режиме по уравнению (3.8) 

вт вт( ) 10(30 ).E I R R R     
Следовательно, 

вт вт40 10(30 );R R    

вт вт40 10 300;R R    

вт 10 Ом.R   
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3.9. Схемы замещения источников энергии 
Чаще всего источник энергии на расчетных схемах замещения 

представляют в виде источника ЭДС Е с последовательно присое-
диненным внутренним сопротивлением Rвт, как показано на рисун-
ке 3.6. Учитывая, что внутреннее сопротивление источников энер-
гии обычно мало в сравнении с сопротивлением приемника, на рас-
четных схемах источник энергии можно представить только источ-
ником ЭДС без внутреннего сопротивления (рис. 3.7, а). 

 
                        а     б 

 
        в 

Рис. 3.7. Схемы замещения источников энергии: 
а  с идеальным источником ЭДС; б  с источником тока; 

в  с идеальным источником тока 
 
При Rвт = 0 внутреннее падение напряжения Uвт = 0, поэтому 

напряжение на зажимах источника энергии при любом токе равно 
ЭДС: 

const.U E   
Такой источник энергии назвали источником ЭДС. 
В некоторых случаях источник электрической энергии на рас-

четной схеме заменяют другой (эквивалентной) схемой (рис. 3.7, б), 
где вместо ЭДС Е источник характеризуется его током короткого 
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замыкания Iк, а внутреннее сопротивление присоединяют парал-
лельно источнику тока и приемнику R. 

Возможность такой замены можно доказать, разделив равенст-
во (3.9) на Rвт: 

вт вт

,U E I
R R

 

         
                      (3.11) 

где вт
вт

U I
R

   ток, равный отношению напряжения на приемнике к 

внутреннему сопротивлению; 

к
вт

E I
R

   ток короткого замыкания источника; 

UI
R

   ток приемника. 

Вводя новые обозначения в выражение (3.11), получаем 

к вт ,I I I   
которому удовлетворяет схема 3.7, б. 

Если Rвт >> R, что характерно для радиосхем, то можно принять 
Rвт =  и Iвт = 0. В таком случае при любой величине сопротивле-
ния приемника R его ток остается равным току короткого замыка-
ния источника энергии (рис. 3.7, в): 

к const.I I   
Графическое изображение источника тока, показанное на ри-

сунках 3.7, б и 3.7, в, указывает направление тока и напоминает, 
что внутреннее сопротивление источника тока равно бесконечно-
сти. В дальнейшем для буквенного обозначения тока источника 
тока принимают J. 

Источники ЭДС и источники тока называют активными эле-
ментами электрической цепи. 

Элементы цепи, в которых электрическая энергия преобразует-
ся в тепловую, характеризующиеся сопротивлением R или прово-
димостью g, называют пассивными. 
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3.10. Схема замещения 
разветвленной электрической цепи 

На рисунке 3.8 изображена разветвленная электрическая цепь и 
ее расчетная схема замещения, указаны положительные направле-
ния токов и напряжений. 

 

 
а 

 
б 

Рис. 3.8. Разветвленная электрическая цепь: 
а  принципиальная схема; б  расчетная схема замещения 

 
В схеме замещения генератор Г электрической энергии пред-

ставлен ЭДС Е и внутренним сопротивлением Rвт, а два приемника 
П1 и П2 – соответственно сопротивлениями R1 и R2. Сопротивление 
проводов линии Л представлено сосредоточенным сопротивлением 
RЛ. Измерительные приборы в схеме замещения отсутствуют, так 
как амперметры, включаемые для измерения тока, имеют малое 
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внутреннее сопротивление, а вольтметры, подключенные парал-
лельно участкам цепи, имеют большое внутреннее сопротивление. 
Таким образом, измерительные приборы на результаты расчета 
токов в рабочей части цепи влияют незначительно. В схеме заме-
щения контакты коммутирующей аппаратуры показаны замкнуты-
ми, что создает наибольшее значение тока. 

На рисунке 3.8, б стрелками показаны положительные направ-
ления ЭДС, напряжений и токов.  

Полярность зажимов источника ЭДС может не обозначаться, 
достаточно показать направление ЭДС стрелкой. Внутри источни-
ка ЭДС направлена от отрицательного зажима к положительному 
(так же как и ток). 

Положительное направление напряжения на пассивных участ-
ках цепи совпадает с направлением тока  от точки большего по-
тенциала к точке меньшего. У приемника направления напряжения 
и тока совпадают, у источника они противоположны. 

В геометрической конфигурации схемы замещения разветвлен-
ной электрической цепи образуются ветви, узлы и контуры. 

Ветвью электрической цепи называют участок, вдоль которого 
электрический ток один и тот же. Ветвь заключена между двумя 
узлами и образуется одним или несколькими последовательно со-
единенными элементами цепи. 

Узел электрической цепи – это место соединения не менее трех 
ветвей. 

Контуром электрической цепи называют замкнутый путь, про-
ходящий по нескольким ветвям, при этом каждый узел в рассмат-
риваемом контуре встречается не более одного раза. 

На рисунке 3.8, б электрическая цепь имеет два узла, три ветви 
и два независимых контура. Независимые контуры электрической 
цепи содержат хотя бы одну новую ветвь. 

В схеме электрической цепи узел как место электрического кон-
такта нескольких ветвей показывают видимой точкой. 

Несмотря на кажущееся различие, схемы а и б (рис. 3.9) в элек-
трическом смысле одинаковы, так как имеют одинаковые элемен-
ты, четыре ветви и один узел. 
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R1 R2

R3 R4

 
 

   а           б 

Рис. 3.9. Изображения ветвей и узлов электрической схемы 

Ветви, присоединенные к одной паре узлов, называют парал-
лельными. На рисунке 3.8, б три ветви электрической цепи присое-
динены к одной паре узлов, следовательно, они соединены парал-
лельно и находятся под одним и тем же напряжением. 

Любую часть электрической цепи, имеющую два зажима (по-
люса), называют двухполюсником. На схеме его условно обознача-
ют прямоугольником с двумя выводами mn. На рисунке 3.10 пока-
заны активный и пассивный двухполюсники. 

т

n
A

   

ò

n
Ï

 
 а       б 

Рис. 3.10. Условное обозначение двухполюсников: 
а  активного; б  пассивного 

Активным называют двухполюсник, содержащий источники 
электрической энергии. Для линейного активного двухполюсника 
обязательным дополнительным условием является наличие на его 
разомкнутых зажимах напряжения, обусловленного источником 
энергии внутри двухполюсника. 

Пассивный двухполюсник не содержит источников электриче-
ской энергии. 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Дайте определение электрической цепи, электрического тока. 
2. Назовите примеры источников и приемников электрической 

энергии. 
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3. Нарисуйте схему замещения электрической цепи, представив 
в ней источники и приемники электрической энергии. 

4. Определите величину тока в электрической цепи с источни-
ком ЭДС и резистором. 

5. Дайте определение электрического сопротивления участка про-
водника. 

6. Сформулируйте и запишите закон Ома для участка провод-
ника. 

7. Запишите формулы расчета мощности источника и мощно-
сти приемника. 

8. Сформулируйте и запишите закон Джоуля – Ленца. 
9. Запишите закон Ома для простейшей электрической цепи. 
10. Сформулируйте понятия ветвь, узел, контур разветвленной 

электрической цепи. 
11. В проводнике ток I = 5 А. Определите электрический заряд, 

прошедший через поперечное сечение проводника за 4 с. Ответ: 20 Кл. 
12. У одиночного провода в закрытом помещении сечением 

S = 5 мм2 допустимая плотность тока J = 10 A/мм2. Определите до-
пустимый ток I. Ответ: 50 А. 

13. Определите сопротивление алюминиевого провода двух-
проводной линии передачи, если сечение провода 10 мм2, дли-
на линии передачи 1 км. Удельное сопротивление алюминия 

60,029 10   Ом  м при t = 20 C. Ответ: 5,8 Ом. 
14. Генератор постоянного тока выработал за месяц энергию в 

количестве 72 000 кВт  ч. Амперметр в цепи генератора за время 
работы показывал 1000 А. Определите ЭДС и мощность генерато-
ра. Ответ: 100 В; 100 кВт. 

15. Аккумуляторная батарея при разряде работала с током 
I = 50 A в течение 10 ч. Определите мощность батареи и количест-
во выработанной энергии, если ее ЭДС в течение всего периода 
работы оставалась постоянной и равной 20 В. Ответ: 1000 Вт; 
10 кВт  ч. 

16. Мощность лампы накаливания 100 Вт при напряжении 
220 В. Определите ток и сопротивление лампы. Ответ: 0,45 А; 
488 Ом. 
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17. К источнику энергии подключен резистор R = 30 Ом, на-
пряжение на зажимах которого UR = 60 В. Напряжение источника в 
режиме холостого хода Uх.х = 66 В. Определите внутреннее сопро-
тивление источника. Ответ: 3 Ом. 

18. ЭДС источника E = 20 В, ток короткого замыкания Iк = 
= 10 А. Определите ток цепи при подключении приемника с сопро-
тивлением R = 8 Ом. Ответ: 2 А. 
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4. РАСЧЕТ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 
ПОСТОЯННОГО ТОКА 

4.1. Законы Кирхгофа 
Для расчета электрических цепей наряду с законом Ома приме-

няются два закона Кирхгофа. 
Первый закон Кирхгофа применяется к узлу электрической це-

пи и формулируется следующим образом: алгебраическая сумма 
токов в узле электрической цепи равна нулю: 

ΣI = 0.                                            (4.1) 
Суммирование распространяется на токи I в ветвях, сходящих-

ся в рассматриваемом узле. В уравнении (4.1) одинаковые знаки 
должны быть взяты для токов, имеющих одинаковые положитель-
ные направления относительно узловой точки. В уравнениях, со-
ставленных по первому закону Кирхгофа, принято записывать то-
ки, направленные к узлу (подтекающие токи), с положительными 
знаками, а направленные от узла (утекающие токи)  с отрицатель-
ными. Например, для узла а схемы (см. рис. 3.8, б) такое уравнение 
имеет следующий вид: 

I – I1 – I2 = 0. 
Если перенести токи I1 и I2, направленные от узла, в правую 

часть уравнения, то получим 
I = I1 + I2.                                           (4.2) 

С учетом уравнения (4.2) первый закон Кирхгофа можно сфор-
мулировать иначе: сумма токов, подтекающих к узлу, равна сумме 
токов, утекающих от узла: 

ΣIп = ΣIу. 
Физический смысл первого закона Кирхгофа состоит в том, что 

в узле электрический заряд не накапливается и не расходуется, 
сумма электрических зарядов, приходящих к узлу, равна сумме за-
рядов, уходящих от узла за один и тот же промежуток времени. 
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Второй закон Кирхгофа применяется к контурам электриче-
ской цепи и формулируется следующим образом: в любом контуре 
алгебраическая сумма напряжений на всех элементах и участках 
электрической цепи, входящих в этот контур, равна нулю: 

ΣU = 0. 
Например, обойдем левый контур в схеме (см. рис. 3.8, б) по 

часовой стрелке и запишем напряжения, направленные по обходу кон-
тура со знаком «+», а направленные против обхода – со знаком «–»: 

UЛ + Uп – Uи = 0.                                (4.3) 
Учтем, что по закону Ома напряжение на сопротивлении линии 

UЛ = IRЛ,                                             (4.4) 
напряжение на приемнике 

Uп = I1R1,                                            (4.5) 
а напряжение на источнике в соответствии с формулой (3.9)  

Uи = E – IRвт.                                         (4.6) 
Подставим значения напряжений (4.4)–(4.6) в уравнение (4.3): 

IRЛ + I1R1 – Е + IRвт = 0.                             (4.7) 

Перепишем выражение (4.7) в следующим виде: 
IRЛ + I1R1 + IRвт = E.                              (4.8) 

Уравнение (4.8) позволяет дать другую формулировку второго 
закона Кирхгофа: в контуре электрической цепи алгебраическая 
сумма падений напряжения в пассивных элементах равна алгеб-
раической сумме ЭДС этого контура: 

ΣIR = ΣE. 

При составлении уравнений по второму закону Кирхгофа 
должны быть выбраны или заданы положительные направления 
токов I и ЭДС Е источников энергии во всех ветвях и направление 
обхода контура. Необходимо соблюдать следующее правило зна-
ков для падений напряжения и ЭДС, входящих в уравнение: ЭДС и 
напряжения, направления которых совпадают с направлением об-
хода контура, считаются положительными. Направление напряже-
ния на резисторе совпадает с направлением тока в резисторе. 
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В качестве примера составим уравнение по второму закону 
Кирхгофа для правого контура схемы (см. рис. 3.8, б), обходя его 
по часовой стрелке: 

I2R2 – I1R1 = 0.                                 (4.9) 
В этом контуре отсутствует ЭДС, поэтому в правой части урав-

нения (4.9) стоит 0. При обходе контура по часовой стрелке напря-
жение I2R2 совпало с обходом контура, а напряжение I1R1 противо-
положно обходу контура. 

Режим электрической цепи произвольной конфигурации полно-
стью определяется законами Кирхгофа, поэтому они должны быть 
основательно усвоены для отчетливого понимания всех после-
дующих разделов учебной дисциплины. 

Для лучшего усвоения правил составления уравнений по зако-
нам Кирхгофа рассмотрим схему сложной электрической цепи 
(рис. 4.1). В этой цепи несколько ЭДС, находящихся в разных вет-
вях, поэтому направления токов в ветвях указаны произвольно. 

Направление обхода контуров показано по часовой стрелке. В схе-
ме цепи всего два узла и три ветви. В каждой ветви идет свой ток. 

 
Рис. 4.1. Схема сложной электрической цепи 

для иллюстрации законов Кирхгофа 
 
Уравнение по первому закону Кирхгофа для узла а: 

I1 + I2 – I3 = 0; 
для узла b:  

I3 – I1 – I2 = 0. 
Уравнение по второму закону Кирхгофа для левого контура, 

образованного двумя ветвями с элементами E1, R1 и E2, R2: 
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1 1 2 2 1 2.I R I R E E    
Уравнение для правого контура, образованного двумя ветвями 

с элементами E2, R2 и E3, R3, R4: 
2 2 3 3 3 4 2 3.I R I R I R E E     

Следует отметить, что уравнение по второму закону Кирхгофа 
можно записать и для контура, который проходит от одного узла к 
другому или от одной точки цепи к другой по окружающему уча-
стки электрической цепи пространству. Например, если необходимо 
определить напряжение между узлами a и b (см. рис. 4.1), составим 
уравнение по контуру, образованному ветвью E1, R1 и пространством 
между точками a и b, представив его напряжением Uab, т. е. 

1 1 1,abI R U E   
откуда 

1 1 1.abU E I R   
Таким образом можно определить напряжение между любыми 

точками электрической цепи. 
Допустим, необходимо определить напряжение между точками b 

и с (см. рис. 4.1). Уравнение по второму закону Кирхгофа имеет вид 
2 2 3 3 3 4 2.bcI R I R I R U E     

Следовательно, 
 2 2 3 3 4 2.bcU I R I R R E     

С другой стороны, 
3.bcU E   

Пример 4.1. Для электрической цепи (рис. 4.2) известны: E1 = 60 B; 
E2 = 10 B; R1 = R2 = 20 Ом; R3 = 10 Ом. Определить напряжение Uac, ис-
пользуя второй закон Кирхгофа. 

 
Рис. 4.2 
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Решение. Приняв положительное направление тока в цепи и обход 
контура по часовой стрелке (рис. 4.2), составим уравнение по второму 
закону Кирхгофа для внешнего контура abcdea: 

I(R1 + R2 + R3) = E1  E2, 
откуда ток в цепи 

1 2

1 2 3

60 10 1 А
20 20 10

E EI .
R R R

 
  

   
 

Напряжение Uac определим из уравнения, составленного по второму 
закону Кирхгофа для контура acdea: 

Uac + I(R1 + R3) = E1, 
откуда 

Uac = E1 – I(R1 + R3) = 60 – 1(20 + 10) = 30 B. 
 

4.2. Неразветвленная электрическая цепь 
Элементы неразветвленной электрической цепи соединены ме-

жду собой последовательно. Отличительная особенность последо-
вательного соединения: электрический ток во всех участках цепи 
один и тот же. В схеме электрической цепи между последователь-
но соединенными элементами нет узлов, т. е. ответвлений тока. 

Рассмотрим случай последовательного соединения источников 
и приемников электрической энергии (рис. 4.3), пренебрегая внут-
ренними сопротивлениями источников. 

 
Рис. 4.3. Неразветвленная электрическая цепь 

 
Составим уравнение по второму закону Кирхгофа, произвольно 

задавшись направлением тока в цепи и направлением обхода кон-
тура (например, по часовой стрелке): 



 

 63 

1 2 3 1 2 3.IR IR IR E E E                               (4.10) 
Ток в электрической цепи 

1 2 3

1 2 3

.
E E EI
R R R
 


 

                                    
 (4.11) 

При обходе контура видно, что относительно направления об-
хода ЭДС E1 и E3 направлены одинаково, т. е. согласно, а ЭДС E2  
им навстречу. 

Ток в цепи определяется действием всех трех ЭДС, и при за-
данных направлениях ЭДС и выбранном положительном направ-
лении тока I можно считать, что элементы с ЭДС E1 и E3 выраба-
тывают электрическую энергию, так как направления этих ЭДС 
совпадают с направлением тока, а элемент с ЭДС E2 энергию потреб-
ляет. Если в качестве источников ЭДС предположить аккумуляторы, 
то источники E1 и E3 разряжаются, а источник E2 заряжается. 

Поскольку направление тока выбрано произвольно, то в ре-
зультате расчета ток может получиться отрицательным. Это озна-
чает, что его направление противоположно указанному на схеме. 
Это отражается на решении вопроса, какие источники ЭДС явля-
ются источниками энергии, а какие приемниками. 

Уравнение (4.11) позволяет три ЭДС неразветвленной электри-
ческой цепи заменить одной эквивалентной: 

э 1 2 3 ,E E E E    
т. е. эквивалентная ЭДС равна алгебраической сумме ЭДС нераз-
ветвленной электрической цепи. 

Кроме того, уравнение (4.11), записанное в соответствии со 
вторым законом Кирхгофа, позволяет определить эквивалентное 
сопротивление трех последовательно включенных резисторов: 

э 1 2 3.R R R R                                   (4.12) 
Вывод (4.12) можно распространить на любое число последо-

вательно включенных резистивных элементов: 

э
1

,
n

nR R  

т. е. эквивалентное сопротивление последовательно включенных 
резисторов равно сумме сопротивлений этих резисторов. 
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Определение эквивалентной ЭДС и эквивалентного сопротив-
ления позволяет получить более простую схему электрической це-
пи (рис. 4.4). 

 
Рис. 4.4. Эквивалентная схема 

неразветвленной электрической цепи 
 

Схемы цепей на рисунках 4.3 и 4.4 эквивалентны, поскольку 
ток I в них одинаковый: 

э 1 2 3

э 1 2 3

.
E E E E

I
R R R R

 
 

 
 

Расчет тока в неразветвленной электрической цепи, содержа-
щей различное количество последовательно соединенных элемен-
тов, наиболее удобен с помощью уравнения, составленного по вто-
рому закону Кирхгофа, аналогичного уравнению (4.10). 

 

4.3. Потенциальная диаграмма неразветвленной цепи 
Как отмечалось в главе 3, за положительное направление элек-

трического тока принято направление движения положительных 
зарядов, поэтому ток I через резистор R идет от большего потен-
циала к меньшему. На резисторе потенциал снижается в направле-
нии тока на величину падения напряжения IR. 

Направление действия ЭДС (от отрицательного вывода к положи-
тельному) указывается на схемах электрических цепей стрелкой, что 
говорит о направлении возрастания потенциала. На источнике ЭДС 
потенциал возрастает в направлении ЭДС на величину ЭДС Е. 

В схеме, представленной на рисунке 4.3, при переходе от точки 
1 к точке 2 потенциал повышается на величину E1, а при переходе 
от точки 2 к точке 3 снижается на величину U23 = IR1. При перехо-
де от точки 3 к точке 4 потенциал понижается на величину E2. 
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Изменение потенциалов в электрической цепи можно изобра-
зить графически в виде потенциальной диаграммы. 

Потенциальная диаграмма представляет собой график измене-
ния потенциала при обходе цепи, построенный в прямоугольной 
системе координат, в которой по оси абсцисс откладываются в оп-
ределенном масштабе сопротивления участков цепи, а по оси ор-
динат  потенциалы соответствующих точек. 

Для расчета значений потенциалов точек необходимо принять 
потенциал одной из точек схемы равным нулю. Эту точку поме-
щают в начало координат. Для схемы на рисунке 4.3 примем потенциал 
точки 1 равным нулю: 1 = 0. Потенциалы других точек найдем со-
гласно равенствам: 2 = 1 + E1; 3 = 2  IR1; 4 = 3  E2; 5 = 4  IR2; 
6 = 5 + E3; 1 = 6  IR3. 

Сумма изменений потенциалов по контуру должна быть равна 
нулю, так как она выражает работу, затраченную на перемещение 
единичного заряда по замкнутому пути в электрических полях ис-
точников и приемников энергии. 

Таким образом, для рассматриваемого контура 
1 1 2 2 3 3 0,E IR E IR E IR       

или 
1 2 3 1 2 3 ,E E E IR IR IR      

что соответствует уравнению второго закона Кирхгофа (4.10).  
Потенциальная диаграмма цепи, изображенной на рисунке 4.3, 

показана на рисунке 4.5. 

 
Рис. 4.5. Потенциальная диаграмма цепи 
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Поскольку внутренние сопротивления источников ЭДС приня-
ты равными нулю, при переходе через эти элементы потенциалы 
изменяются скачком. 

Потенциальная диаграмма дает наглядное представление, меж-
ду какими точками электрической цепи наибольшее напряжение. В 
нашем случае наибольшее напряжение находится между точками 2 
и 5. Между точками цепи с наибольшей разностью потенциалов 
должна быть усиленная изоляция. 

 

4.4. Параллельное соединение резистивных элементов 
Параллельно соединенные резисторы присоединены к одной паре 

узлов и находятся под одним и тем же напряжением. 
Приемники электрической энергии, представленные на схеме 

рисунка 4.6, а сопротивлениями R1, R2, R3, и источник электриче-
ской энергии Е с внутренним сопротивлением Rвт подключены к 
одной паре узлов (точки А и Б). 

 
                       а                     б 

Рис. 4.6. Схемы электрических цепей: 
а  с параллельным соединением резисторов R1, R2, R3; 
б  эквивалентная неразветвленная электрическая цепь 

 
Параллельно в схеме (рис. 4.6, а) соединены только резисторы 

R1, R2, R3. Для вывода формулы расчета эквивалентного сопротив-
ления Rэ параллельно соединенных резисторов запишем уравнение 
токов для узла А, используя первый закон Кирхгофа: 

1 2 3.I I I I                                         (4.13) 
Токи в приемниках запишем в соответствии с законом Ома: 
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3 1 2 3

3

1  проводимости резисторов , , .g R R R
R

   

Уравнение (4.13) принимает следующий вид:  

1 2 3 1 2 3( ).I Ug Ug Ug U g g g                     (4.14) 
Разделив уравнение (4.14) на U, получим 

1 2 3.
I g g g

U
    

Отношение I
U

есть эквивалентная проводимость gэ, соответст-

вующая общему току цепи и общему напряжению: 

э 1 2 3.g g g g                                  (4.15) 

Этот вывод можно распространить на любое число n парал-
лельно соединенных приемников: 

э
1

.
n

ng g                                    (4.16) 

При параллельном соединении резистивных элементов эквива-
лентная (общая) проводимость между двумя узлами равна сумме 
проводимостей всех резистивных элементов. 

Эквивалентное сопротивление при параллельном соединении 
резисторов определяется из равенства  

э
э

1 .R
g

                                       (4.17) 

Очень часто встречается параллельное соединение двух рези-
сторов. В таком случае эквивалентная проводимость определяется 
по формуле 

2 1
э 1 2

1 2 1 2

1 1 ,R Rg g g
R R R R
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а эквивалентное сопротивление  

1 2
э

э 1 2

1 .R RR
g R R

 
                                 (4.18) 

Уравнение (4.18) для двух параллельно соединенных резисто-
ров легко запоминается, но для большего числа параллельно 
соединенных резисторов выражения для Rэ получаются более 
сложными, и в этом случае рекомендуется пользоваться уравне-
ниями (4.16) и (4.17). 

В частном случае, когда сопротивления n резисторов, соединен-
ных параллельно, одинаковые, т. е. Rп = R, получим 

э .RR
n

  
Для схемы, представленной на рисунке 4.6, а, используя урав-

нения (4.15) и (4.17), получаем 
1 2 3

ý
1 2 2 3 1 3

.
R R RR

R R R R R R


   
Схема на рисунке 4.6, б, полученная после замены трех сопро-

тивлений приемников одним эквивалентным, представляет собой про-
стейшую электрическую цепь. Ток в этой схеме, равный току в не-
разветвленной части (рис. 4.6, а), определяется по формуле (3.8): 

вт э

.EI
R R


  

Целью расчета электрической цепи является не только опреде-
ление общего тока, но и тока в каждой ветви. 

Если заданы ЭДС и все сопротивления, то после расчета обще-
го тока I нужно определить напряжение U между узловыми точка-
ми и токи в ветвях по закону Ома: 

э ;U IR  1
1

;UI
R

  2
2

;UI
R

  3
3

.UI
R

  

4.5. Расчет электрических цепей методом эквивалентных 
сопротивлений (метод свертывания цепи) 

Метод эквивалентных сопротивлений применяется для расчета 
таких электрических цепей, в которых имеются пассивные элемен-
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ты (резисторы), включенные между собой последовательно, парал-
лельно или по смешанной схеме. 

На рисунке 4.7, а представлена схема электрической цепи со сме-
шанным соединением резисторов. Между зажимами «+» и «–» на-
ходится источник энергии, создающий напряжение U.  

При рассмотрении электрических цепей с одним источником 
энергии источник ЭДС Е не изображают, так как в практической 
электротехнике обычно известны не ЭДС источников и их внут-
реннее сопротивление, а напряжение U, которое они создают в ра-
бочем режиме. 

R2

R1 а

b

I2

R3

R5

I3I1

U R4

I3I1

Uab

    

R2

R1 а

b

I2

R5

I3I1

U R34

I1

Uab

                 а                    б 

 
                                              в                                        г 

Рис. 4.7. Электрическая цепь со смешанным соединением приемников: 
а  исходная схема электрической цепи; б  схема цепи после преобразования; 

в, г  схемы эквивалентных неразветвленных электрических цепей 
 
Рассматриваемая схема электрической цепи имеет два узла и 

три ветви. В каждой ветви идет свой ток, направления токов пока-
заны от зажима «+» к зажиму «–» источника энергии. Обычно за-
дача состоит в определении величин токов при заданных напряже-
нии источника питания U и сопротивлениях приемников. Посколь-
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ку напряжение задано на входе цепи, т. е. общее, то в соответствии 
с законом Ома для расчета тока нужно иметь общее сопротивление 
всех приемников. Для нахождения общего, эквивалентного сопро-
тивления приемников нужно использовать правила нахождения эк-
вивалентных сопротивлений при последовательном и параллель-
ном включении приемников. 

Резисторы, включенные в одну ветвь, соединены последова-
тельно, так как через них идет один и тот же ток, т. е. в схеме цепи 
(см. рис. 4.7, а) резисторы R1 и R5, а также R3 и R4 соединены по-
следовательно. Существует негласное правило, по которому свер-
тывание схемы электрической цепи нужно начинать с участков 
электрической цепи, наиболее удаленных от источника энергии, 
поэтому R3 + R4 = R34. 

После такой замены получается более простая схема (см. рис. 4.7, б). 
В этой схеме хорошо видно, что R2 и R34 присоединены к одной 
паре узлов и, следовательно, эти резисторы соединены параллель-
но, их можно заменить одним (эквивалентным), определив его со-
противление по формуле, аналогичной (4.18): 

2 34
234

2 34

.
R RR

R R


  
Получаем более простую схему (рис. 4.7, в). В этой схеме рези-

сторы R1 и R234, R5 соединены последовательно, т. е. эквивалентное 
(общее) сопротивление электрической цепи  

Rэ = R1 + R234 + R5. 
Подобные преобразования используют и в схемах с нескольки-

ми источниками энергии в разных ветвях, таким образом достига-
ется упрощение, которое значительно облегчает расчет. 

В простейшей цепи (рис. 4.7, г) ток I1 определяют по закону 
Ома с использованием формулы (3.3): 

1
э

.UI
R

  

Токи в других ветвях первоначальной схемы определяют, пере-
ходя от схемы к схеме в обратном порядке. 
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При эквивалентном преобразовании части схемы электриче-
ской цепи токи и напряжения остальных участков цепи не изменя-
ются, поэтому по схеме рисунка 4.7, в видно, что по закону Ома 

1 234.abU I R                                       (4.19) 
Зная напряжение (4.19), находим по закону Ома токи (см. рис. 4.7, б): 

2
2

;abUI
R


 

3
34

.abUI
R

  

Для проверки расчета следует составить баланс мощностей: 
2 2 2

1 1 1 5 2 2 3 3 4( ) ( ).UI I R R I R I R R      
Напряжение Uab после определения тока I1 можно найти по 

второму закону Кирхгофа, используя левый контур первоначаль-
ной схемы электрической цепи (см. рис. 4.7, а) и обход контура по 
часовой стрелке: 

1 1 1 5 0,abI R U I R U     
откуда 

1 1 1 5.abU U I R I R    
Следует отметить, что определение эквивалентного сопротив-

ления требует определенных навыков и знаний, что значит парал-
лельное соединение и что  последовательное. Кроме этих соеди-
нений, есть еще соединения трех резисторов звездой или треуголь-
ником, а также соединения, которые никак не называются и никак 
не преобразуются. Например, в схеме рисунка 4.7, а резисторы R1 и 
R2 соединены, но ни последовательно, так как между ними есть 
узел, ни параллельно, так как резистор R2 присоединен к узлам а и 
b, а резистор R1  к узлу а и к зажиму «+» источника. То же происхо-
дит с резисторами R2 и R4, они не соединены параллельно, так как ре-
зистор R4 присоединен к узлу b и к резистору R3, а не к узлу а. 

4.6. Преобразование соединения треугольником 
в эквивалентное соединение звездой и обратно 

Во многих схемах электрических цепей можно выделить груп-
пы из трех резисторов, образующих треугольник или звезду сопро-
тивлений. 
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В схеме электрической цепи (рис. 4.8, а) нет резисторов, соеди-
ненных последовательно или параллельно, но к узлам 1, 2, 3 при-
соединен треугольник резисторов R12, R23, R31, а к узлам 2, 4, 3  
треугольник R24, R43, R23. 

Замена одного из треугольников звездой, как показано на ри-
сунке 4.8, б, позволяет получить схему со смешанным соединени-
ем приемников. Резисторы R2 и R24, а также R3 и R23 соединены по-
следовательно и их можно заменить эквивалентными, которые в 
свою очередь соединены параллельно. В итоге схема преобразует-
ся в простейшую (рис. 4.8, в). 

RэE

1

4

R23

R31 R12

R43 R24

E

1

23

4

R2R3

R1

R43 R24

E

1

23

4
 

                                а                        б             в 

Рис. 4.8. Упрощение схемы преобразованием соединения 
треугольником в соединение звездой 

 
Рассмотрим фрагмент схемы (рис. 4.9, а), в которой между уз-

лами 1, 2, 3 включены три сопротивления R23, R31, R12, соединенные 
треугольником, а на рисунке 4.9, б между этими же узлами вклю-
чены три сопротивления R1, R2, R3, соединенные звездой, и выве-
дем уравнения преобразования этих схем. 

 
                           а        б 

Рис. 4.9. Схемы соединения приемников: 
а – треугольником; б – звездой 
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Соединения треугольником и звездой, изображенные на рисун-
ке 4.9, эквивалентны друг другу при условии, что внешние напря-
жения U12, U23, U31 (между точками 1, 2, 3) и токи I1, I2, I3, подхо-
дящие к этим точкам, одинаковы в обоих случаях. 

По второму закону Кирхгофа сумма напряжений в контуре тре-
угольника равна нулю: 

12 12 23 23 31 31 0.I R I R I R                             (4.20) 
По первому закону Кирхгофа для узлов 2 и 1 выразим токи: 

23 12 2 ;I I I   31 12 1I I I   
и, подставив в выражение (4.20), определим ток 

1 31 2 23
12

12 23 31

.
I R I RI

R R R



   

Напряжение между узлами 1 и 2 треугольника (рис. 4.9, а) 

1 12 31 2 12 23
12 12 12

12 23 31

.
I R R I R RU I R

R R R


 
   

Такое же напряжение в схеме, приведенной на рисунке 4.9, б: 
U12 = I1R1  I2R2. 

Для выполнения условия эквивалентности необходимо равен-
ство напряжений U12 в обеих схемах при любых токах I1 и I2, т. е. 

12 31 12 23
1 2 1 1 2 2

12 23 31 12 23 31

.
R R R RI I I R I R

R R R R R R
  

   
       (4.21) 

Равенство (4.21) должно выполняться, если равны коэффициен-
ты при токах I1 и I2. Значит, получаем уравнения для определения 
сопротивлений искомой эквивалентной звезды через заданные со-
противления треугольника: 

12 31
1

12 23 31

;
R RR

R R R


      (4.22) 

12 23
2

12 23 31

;
R RR

R R R


      (4.23) 
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23 31
3

12 23 31

.
R RR

R R R


      (4.24) 

Выражение (4.24) получается по аналогии с предыдущими в ре-
зультате круговой замены индексов.  

Таким образом, сопротивление луча звезды равно произведению 
сопротивлений прилегающих сторон треугольника, деленному на 
сумму сопротивлений трех сторон треугольника. 

На рисунке 4.10 приведен пример, когда замена части схемы с 
соединением приемников звездой позволяет преобразовать слож-
ную электрическую схему в схему со смешанным соединением при-
емников. 

 
                                          а             б 

 
в 

Рис. 4.10. Упрощение схемы преобразованием 
соединения звездой в соединение треугольником 

 
После преобразования трех сопротивлений исходной схемы R1, 

R2, R3, соединенных звездой (рис. 4.10, а) в эквивалентный тре-
угольник, получается схема (рис. 4.10, б), которую можно упро-
стить. Попарно сопротивления R12 и R4, R23 и R5, R31 и R6 соединены 
параллельно. После их замены эквивалентными сопротивлениями 
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получается схема с последовательным соединением (R124 и R235) и 
параллельно присоединенным к ней сопротивлением R316. В итоге 
схема приводится к простейшей (рис. 4.10, в). 

Выражения для искомых сопротивлений треугольника R12, R23, 
R31 через заданные сопротивления звезды R1, R2, R3 можно найти в 
результате совместного решения уравнений (4.22)–(4.24): 

1 2
12 1 2

3

;
R RR R R
R

    

2 3
23 2 3

1

;
R RR R R

R
    

3 1
31 3 1

2

.
R RR R R
R

    

Следовательно, при эквивалентном преобразовании соединения 
звездой в соединение треугольником сопротивление стороны тре-
угольника равно сумме сопротивлений прилегающих лучей звезды и 
их произведения, деленного на сопротивление третьего луча. 

 

4.7. Метод уравнений Кирхгофа 
Метод уравнений Кирхгофа является универсальным, т. е. при-

годным для задач анализа любой электрической цепи. Положим, в 
схеме, содержащей B ветвей и Y узлов, заданными являются источ-
ники ЭДС и сопротивления приемников, а искомыми  токи в вет-
вях. Следовательно, число неизвестных равно числу ветвей, и для 
нахождения токов необходимо иметь систему уравнений, состав-
ленных по первому и второму законам Кирхгофа. 

По первому закону Кирхгофа, выражающему равенство нулю 
алгебраической суммы токов в узле, можно записать Y  1 незави-
симых уравнений. 

По второму закону Кирхгофа, выражающему равенство алгеб-
раической суммы ЭДС в контуре алгебраической сумме падений на-
пряжений в нем, нужно записать B  Y + 1 независимых уравнений. 

Система, состоящая из взаимно независимых Y  1 уравнений 
по первому закону Кирхгофа и B  Y + 1 уравнений по второму за-
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кону Кирхгофа, в сумме дает необходимое и достаточное число 
уравнений для определения токов во всех ветвях. 

При записи уравнений по второму закону Кирхгофа следует об-
ращать внимание на то, чтобы составленные уравнения были вза-
имно независимыми. Контуры выбирают так, чтобы в них вошли 
все ветви схемы, а в каждом из контуров  возможно меньшее чис-
ло ветвей. Контуры взаимно независимы, если каждый последую-
щий контур, для которого составляется уравнение, имеет не мень-
ше одной новой ветви.  

При составлении уравнений рекомендуется придерживаться 
следующей последовательности: сначала выбрать произвольные 
положительные направления токов во всех ветвях электрической 
цепи, затем составить уравнения для узлов на основании первого 
закона Кирхгофа и уравнения для контуров на основании второго 
закона Кирхгофа. При этом ток источника тока учитывается только 
при записи уравнений по первому закону Кирхгофа. 

В качестве примера запишем систему уравнений по законам 
Кирхгофа для цепи, схема которой представлена на рисунке 4.1. 
Схема цепи содержит два узла, поэтому по первому закону Кирх-
гофа необходимо составить одно уравнение. В схеме рисунка 4.1 
три ветви, следовательно, число неизвестных токов и число необ-
ходимых уравнений равно трем. Недостающие два уравнения необ-
ходимо составить по второму закону Кирхгофа. В итоге система 
уравнений имеет следующий вид: 

1 2 3

1 1 2 2 1 2

2 2 3 3 4 2 3

0;
;

( ) .

I I I
I R I R E E
I R I R R E E

  
   
    

 

Подставив в систему уравнений заданные величины ЭДС и со-
противлений и решив ее известными в алгебре методами, получим 
значения токов в ветвях I1, I2, I3. Результаты расчетов проверяем по 
балансу мощностей. 

Пример 4.2. Дано: E1 = 100 B; E2 = 20 B; E3 = 60 B; R1 = 10 Ом; 
R2 = 20 Ом; R3 = 40 Ом; R4 = 20 Ом. Определить токи в ветвях электриче-
ской цепи постоянного тока (рис. 4.11), используя уравнения Кирхгофа. 
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R1

а
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I1

R2 E2
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R3 R4
E3

I2 I3

 
Ри. 4.11 

 
Решение. Цепь содержит три ветви с неизвестными токами и два уз-

ла. Для определения токов составим одно уравнение по первому закону 
Кирхгофа и два уравнения – по второму закону Кирхгофа. Задаем поло-
жительные направления токов в ветвях и направление обхода контуров, 
обозначаем их на схеме цепи. 

Составляем уравнение по первому закону Кирхгофа для узла а: 

1 2 3 0.I I I    
Составляем уравнения по второму закону Кирхгофа: 

1 1 2 2 3 2 1;R I R I R I E    

2 3 2 4 3 3 2( ) .R R I R I E E     
Подставляем числовые значения и решаем систему уравнений: 

1 2 3

1 2

2 3

0;
10  60 100;
60 20 40.

I I I
I I
I I

  
  
  

 

Выразим из второго уравнения системы 

2
1 2

100 60
10 6 .

10
I

I I


     

Выразим из третьего уравнения системы  
2

3 2
40 60

2 3 .
20

I
I I


     

Подставим выражения токов I1 и I3 в первое уравнение системы: 
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2 2 210 6 2 3 0;I I I      

210 8;I    2 0,8 А.I    

Находим: 1 10 6 0,8 5, 2 А;I      3 2 3 0,8 4,4 А.I      
Проверим по балансу мощностей: 

мощность источников ЭДС 

и 1 1 3 3 2 3

100 5, 2 60 4, 4 20 4, 4 520 264 88 696 Вт;
P E I E I E I   

         
 

мощность потребителей 
2 2 2

потр 1 1 2 2 3 3 4( ) ;P I R I R R I R     
2 2 2

потр 5, 2 10 0,8 60 4, 4 20 270, 4 38, 4 387,4 696 Вт.P            
Ри = Рпотр. 

Расчет токов выполнен правильно. 
 

4.8. Метод контурных токов 
Сущность метода состоит в том, что за неизвестные принимают 

условные токи, которые как бы циркулируют в контурах схемы. 
Число неизвестных в этом методе равно числу уравнений, ко-

торые необходимо было бы составить по второму закону Кирхго-
фа, т. е. число неизвестных равно числу независимых контуров. 
Значит, метод контурных токов более экономичен (меньше урав-
нений по сравнению с методом уравнений Кирхгофа). 

Для вывода основных уравнений метода рассмотрим схему це-
пи (рис. 4.12). 

 
Рис. 4.12. Схема цепи для иллюстрации метода контурных токов 
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В данной схеме два независимых контура. Полагаем, что в ка-
ждом независимом контуре течет свой контурный ток I11 и I22. За-
дав их направления и направление обхода контуров (обычно по 
часовой стрелке), составим по второму закону Кирхгофа уравнения 
для независимых контуров, учитывая, что по смежной ветви (с со-
противлением R2) течет сверху вниз ток I11, а снизу вверх ток I22. 
Поэтому фактически через R2 течет ток I11 – I22: 

   
   

11 1 4 11 22 2 1 2

11 22 2 22 3 5 2 3

;I R R I I R E E

I I R I R R E E .

     

      

             (4.25) 

Преобразуем систему уравнений (4.25), сгруппировав контур-
ные токи: 

   
   

11 1 2 4 22 2 1 2

11 2 22 2 3 5 2 3

;I R R R I R E E

I R I R R R E E .

      


      
              (4.26) 

Если обозначим: 
R1 + R2 + R4 = R11 – собственное сопротивление контура, по ко-

торому протекает контурный ток I11; 
R2 + R3 + R5 = R22 – собственное сопротивление контура, по ко-

торому протекает контурный ток I22; 
–R2 = R12 = R21 – общее сопротивление контуров, т. е. сопротив-

ление смежной ветви, взятое с отрицательным знаком; 
1 2 11E E E   – контурная ЭДС первого контура; 

2 3 22E E E    – контурная ЭДС второго контура, 
то система уравнений (4.26) будет иметь следующий вид: 

11 11 22 12 11

11 21 22 22 22

;
.

I R I R E
I R I R E

 
  

                             (4.27) 

Приведенная компактная запись системы уравнений (4.27) по-
зволяет выработать алгоритм составления системы уравнений для 
более сложных схем электрических цепей.  

Расчет электрических цепей методом контурных токов ведут в 
такой последовательности. Полагают, что в каждом независимом 
контуре протекает свой контурный ток. Задают их положительные 
направления, которые обозначают на схеме. Выбирают направле-
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ния обхода контуров и по второму закону Кирхгофа составляют 
уравнения для независимых контуров. Решив полученную систему 
уравнений, находят контурные токи. Затем задают положительные 
направления действительных токов в ветвях и обозначают их на 
схеме. Значения токов в ветвях определяют алгебраической сум-
мой соответствующих контурных токов, проходящих по данной 
ветви. 

Если представить, что токи всех ветвей направлены к верхнему 
узлу (рис. 4.12), то уравнения для их определения будут следующими: 

1 11;I I  2 22 11;I I I   3 22 .I I   
 

Пример 4.3. Для цепи (рис. 4.13) известны Е1 = 8 В, Е2 = 6 В, R1 = R3 = 
=  2 Ом, R2 = 4 Ом. Определить токи в цепи методом контурных токов. 

 
Рис. 4.13 

 
Решение. Указываем направления контурных токов I11, I22. Составля-

ем уравнения по второму закону Кирхгофа, используя систему уравнений 
(4.27): 

11 1 2 22 2 1 2

22 2 3 11 2 2

( ) ;
( ) .

I R R I R E E
I R R I R E

   
     

Подставляем числовые значения величин: 

11 22

22 11

6 4 2;
6 4 6.

I I
I I

 
    

Выразим из первого уравнения системы ток I11: 

22
11 22

2 4
0,333 0,666.

6
II I

                            (4.28)  
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Подставим выражение тока I11 во второе уравнение системы: 

22 226 (0,333 0,666)4 6.I I     
Решаем уравнение с одним неизвестным и находим I22 = 2,2 А, тогда 

по уравнению (4.28) I11 = 1,8 А. 
Токи в ветвях: I1 = I11 = 1,8 А; I2 = I22 ‒ I11 = 2,2 ‒ 1,8 = 0,4 А; I3 = I22 = 2,2 А. 
Проверим по балансу мощностей: 

мощность источников ЭДС 

и 1 1 2 2 8 1,8 6 0, 4 16,8 Вт;Р E I E I        
мощность приемников 

2 2 2 2 2 2
п 1 2 2 3 3 1,8 2 0, 4 4 2, 2 2 16,8 Вт.Р I R I R I R           

Баланс мощностей соблюдается: Ри = Рп. 
Расчет токов выполнен правильно. 
 

4.9. Закон Ома для участка цепи, содержащего ЭДС. 
Метод узловых потенциалов 

Для участка цепи, представленного на рисунке 4.14, можно вы-
разить напряжение между крайними точками участка через раз-
ность потенциалов этих точек: 

( ) ( ).ab a b a c c bU              

 
Рис. 4.14. Схема участка цепи, содержащего ЭДС 

 
Согласно закону Ома, φа – φс = IR, а φb – φс = E, или φc – φb = E. 

Значит, Uаb = IR – E. Тогда ток на участке 

.abU EI
R


                                          (4.29) 

Аналогично для участка цепи, где положительные направления 
тока I и ЭДС E не совпадают (противоположны), получим 
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.abU EI
R


                                           (4.30)  

На основании уравнений (4.29) и (4.30) выразим в общем виде 
закон Ома для участка электрической цепи, содержащего ЭДС: 

.abU EI
R


                                           (4.31) 

Аналогично можно написать формулу для тока участка, со-
стоящего из любого числа последовательно соединенных источни-
ков и приемников при заданной разности потенциалов на концах 
этого участка. 

Следует иметь в виду, что уравнение (4.31) записано для на-
пряжения Uаb, совпадающего по направлению с током. В против-
ном случае напряжение Uаb нужно брать со знаком «–». 

Методом узловых потенциалов для расчета токов в ветвях 
сложной электрической цепи целесообразно воспользоваться, если 
в электрической цепи независимых контуров больше количества 
узлов  –1. 

Ток в любой ветви схемы можно найти по закону Ома для уча-
стка цепи, содержащего ЭДС. Однако для этого необходимо знать 
потенциалы узлов схемы. 

Метод расчета электрических цепей, в котором за неизвестные 
принимают потенциалы узлов схемы, называют методом узловых 
потенциалов. 

Для выяснения сущности этого метода рассмотрим схему (рис. 4.15).  

 
Рис. 4.15. Схема цепи для иллюстрации метода узловых потенциалов 
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В данной схеме три узла. Так как любая одна точка схемы мо-
жет быть заземлена без изменения токораспределения в схеме, то 
потенциал одного этого узла можно принять равным нулю. Допус-
тим φ3 = 0. Тогда число неизвестных потенциалов узлов сократи-
лось на единицу. 

Составим уравнения для первого и второго узлов по первому 
закону Кирхгофа: 

1 4 5 6

5 6 2 3

0;
0

I I I I
I I I I .
   
   

 

Токи в ветвях на основании закона Ома: 

 3 1 1
1 1 1 1

1

;
EI E g

R
  

     3 2 2
2 2 2 2

2

;
EI E g

R
  

     

 3 2 3 3;I E g    4 1 4 ;I g    1 2 5
5 1 2 5 5

5

;
EI E g

R
  

      

 6 1 2 6.I g     

Подставляем значения токов в уравнения, составленные по пер-
вому закону Кирхгофа. 

Для узла 1: 
     1 1 1 1 4 1 2 5 5 1 2 6 0.E g g E g g            

Для узла 2: 
       1 2 5 5 1 2 6 1 2 2 2 3 3 0.E g g E g E g              
После преобразований получим систему уравнений: 

   
   

1 1 4 5 6 2 5 6 1 1 5 5

2 5 6 2 3 1 5 6 5 5 2 2 3 3

;

.

g g g g g g E g E g

g g g g g g E g E g E g

       

        

 

Введем обозначения: 
11 1 4 5 6g g g g g     – сумма проводимостей всех ветвей, схо-

дящихся в узле 1; 
22 5 6 2 3g g g g g     – сумма проводимостей всех ветвей, схо-

дящихся в узле 2; 
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12 21 5 6g g g g    – сумма проводимостей ветвей, соединяю-
щих узлы 1 и 2. 

Если между какими-либо узлами нет ветвей, то соответствую-
щая проводимость равна нулю. 

I11, I22 – узловые токи узлов 1 и 2, равные алгебраической сум-
ме токов, полученных от умножения ЭДС ветвей, подходящих к 
соответствующему узлу, на проводимости данных ветвей. 

ЭДС, направленная к узлу, принимается со знаком «+», от уз-
ла – со знаком «–». 

С учетом введенных обозначений получим обобщенную систему: 

1 11 2 12 11

2 22 1 21 22

;g g I
g g I .

  
  

                            (4.32) 

Решив систему, определим потенциалы узлов, а затем по зако-
ну Ома – токи в ветвях. 

 Приведенная компактная запись системы уравнений (4.32) для 
расчета потенциалов узлов создает алгоритм составления уравне-
ний для схем любой сложности. 

Пример 4.4. Составить систему уравнений по методу узловых потен-
циалов для схемы (рис. 4.16). 

 
Рис. 4.16 

 
Решение. Примем потенциал одного из узлов φd = 0. Система уравне-

ний будет иметь следующий вид: 
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1 2
1 2 4 4 1 1 2

4 5 6 4 6

1 3
6 1 3 1 6 1 3

1 1 1 1 1 1 1 ;

1 1 1 1 1 0;

1 1 1 1 1 1 1

a b c

b a c

c a b

E E
R R R R R R R

R R R R R

E E .
R R R R R R R

  
         

 
          

 
              

 

 

4.10. Метод двух узлов 
Распространены электрические схемы, содержащие всего два 

узла (рис. 4.17). В таком случае наиболее рациональным методом 
расчета токов в них является метод двух узлов. Под методом двух 
узлов понимают метод расчета электрических цепей, в котором за 
искомое принимают напряжение между двумя узлами схемы, с по-
мощью которого потом определяют токи ветвей. 

 
Рис. 4.17. Схема электрической цепи с двумя узлами 

 
Чтобы получить расчетную формулу для применения метода 

двух узлов, в схеме электрической цепи (см. рис. 4.17) определим 
напряжение между двумя узлами Uab. Воспользуемся методом уз-
ловых потенциалов. Примем φb = 0, тогда уравнение для узла а бу-
дет иметь следующий вид: 
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1 2 3
1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1 ,a E E E
R R R R R R

 
      

 
 

или  
 1 2 3 1 1 2 2 3 3.a g g g E g E g E g       

Так как ,ab a b aU        то напряжение 

1 1 2 2 3 3

1 2 3

.ab
E g E g E gU

g g g
 


   

В общем случае 

.k k
ab

k

E g
U

g



                                  (4.33) 

Если в схеме присутствует ветвь с источником тока Jk, то ра-
счетная формула метода двух узлов 

 .k k k
ab

k

E g J
U

g





                                   (4.34) 

Значения Ek и Jk подставляют в формулы положительными, ес-
ли их направления в ветвях противоположны направлению напря-
жения Uab, и отрицательными, если совпадают. Если в какой-либо 
ветви схемы ЭДС будет отсутствовать, то соответствующее сла-
гаемое в числителе расчетной формулы исключается, но проводи-
мость этой ветви в знаменателе остается. 

Расчет цепи методом двух узлов осуществляют в такой после-
довательности. Задают условное положительное направление на-
пряжения между двумя узлами и рассчитывают его, используя рас-
четную формулу (4.33) или (4.34). Затем задают положительные 
направления токов в ветвях и обозначают их на схеме. По закону 
Ома для участка цепи с ЭДС определяют токи в ветвях: 

  .ab k
k ab k k

k

U EI U E g
R

 
     

При этом Uab и Ek принимают положительными, если их на-
правления в схеме совпадают с принятым направлением искомого 
тока Ik. 
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Так, для цепи (рис. 4.17) уравнения для определения токов в 
ветвях имеют следующий вид: 

1
1

1

;abU EI
R

 
  

2
2

2

;abU EI
R

 
  

3
3

3

.abU EI
R


  

Результаты расчета токов проверяют по первому закону Кирх-
гофа. 

Пример 4.5. Определить токи в ветвях электрической цепи (рис. 4.18), 
если E1 = 8 В, E3 = 3 В, R1 = R3 = 2 Ом, R2 = 4 Ом. 

 
Рис. 4.18 

 
Решение. Задачу решаем методом двух узлов. 
Зададим положительное направление напряжения между узлами Uab и 

обозначим его на схеме. Используя расчетную формулу (4.33) метода 
двух узлов, определяем напряжение: 

1 3
1 3

1 2 3

1 1 1 18 3
2 2 4,4 В.

1 1 1 1 1 1
2 4 2

ab

E E
R RU

R R R

   
  

   
 

Приняв произвольно направления токов в ветвях (рис. 4.18), опреде-
лим их значения, используя закон Ома: 

1
1

1

4,4 8 1,8 А;
2

abU E
I

R
   

    

2
2

4, 4 1,1 A;
4

abU
I

R
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3
3

3

4 4 3 0 7 А.
2

abU E ,I ,
R

   
      

Результаты расчета проверим по первому закону Кирхгофа: 

1 2 3 0,I I I    или 1,8 1,1 0,7 0.    
Значит, расчет выполнен верно. Поскольку ток I3 имеет отрицатель-

ное значение, то его истинное направление противоположно указанному 
на рисунке 4.18. Следовательно, источник ЭДС с Е3 является потребите-
лем электрической энергии. 

Пример 4.6. Определить токи в ветвях электрической цепи (рис. 4.19) 
методом двух узлов, если  E1 = 10 B,  E2 = 2 B,  J = 3 A,  R1 = 1 Ом,  R2 = 2 Ом. 

 
Рис. 4.19 

 
Решение. Задаем условные положительные направления токов и на-

пряжения между узлами а, b и обозначаем их на схеме. 
Определяем напряжение между двумя узлами по формуле (4.34): 

1 1 2 2

1 2

10 1 2 0 5 3 4 В,
1 0 5ab

E g E g J ,U
g g ,
     

  
   

где 1
1

1 1 1 Cм;
1

g
R

    2
2

1 1 0,5 См.
2

g
R

    

Определяем токи в ветвях согласно формулам: 

1
1

1

4 10 6 ;
1

abU Е
I

R
   

     
2

2
2

4 2 3 .
2

abU Е
I

R
 

     
Проверка по первому закону Кирхгофа: 

I1 – I2 – J = 6 – 3 – 3 = 0. 
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4.11. Принцип и метод наложения 
В некоторых случаях расчет электрических цепей можно про-

вести относительно просто, используя принцип наложения. Этот 
принцип применяется только к линейным электрическим цепям. 

Рассмотрим в качестве примера схему на рисунке 4.20, а. Ука-
жем произвольно направления токов в ветвях и составим систему 
уравнений по законам Кирхгофа: 

1 2 3

1 1 2 2 1 2

2 2 3 3 2

0;
;

.

I I I
I R I R E E

I R I R E

  
   
  

                              (4.35)

 

 

                    а            б                в 

Рис. 4.20. Схемы электрических цепей 
для иллюстрации метода наложения 

Решение системы (4.35) дает следующие выражения для токов: 

 

2 3 3
1 1 2

1 3 3
2 2 1

2 1
3 1 2

;

;

,

R R RI Е E
A A

R R RI E E
A A

R RI E E
A A

  


  

  

                            

(4.36)

 

где 1 2 1 3 2 3.А R R R R R R    
Как и следовало ожидать, значения токов определяются дейст-

вием ЭДС, имеющихся в схеме, т. е. каждая ЭДС вносит в ток каж-
дой ветви свою определенную долю. 
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Уравнения (4.36) выражают принцип наложения. Он заключа-
ется в том, что ток в любой ветви сложной линейной цепи с не-
сколькими ЭДС равен алгебраической сумме токов, вызванных в 
этой ветви каждой ЭДС в отдельности. 

Принцип наложения используется в методе расчета, получив-
шем название метода наложения. 

При расчете цепей по методу наложения поступают следую-
щим образом: поочередно рассчитывают токи от каждой из ЭДС, 
мысленно удаляя остальные из схемы. Находят токи в ветвях 
алгебраическим сложением частичных токов.  

Схематично процесс приведен на рисунке 4.20, где исходная 
схема представлена двумя схемами по принципу наложения. 

Расчет сложной электрической цепи в данном случае сводится 
к расчету двух более простых цепей. В цепях с одним источником 
ЭДС токи в ветвях направляют по направлению ЭДС. 

Цепи, представленные на рисунке 4.20, б, в, имеют смешан-
ное соединение резисторов и рассчитываются методом «свер-
тывания» цепи. 

Токи в исходной схеме определяют алгебраическим сложением 
частичных токов. В рассматриваемом примере 

1 1 1;I I I    2 2 2 ;I I I     3 3 3.I I I    
Частичный ток считают положительным, если он направлен 

одинаково с током в той же ветви исходной схемы. Частичный ток 
противоположного направления считают отрицательным. 

При таком подходе токи в ветвях исходной схемы могут полу-
читься положительными или отрицательными. В последнем случае 
направление тока в ветви противоположно указанному на исход-
ной схеме электрической цепи. Как правило, изменять направление 
тока в схеме электрической цепи не нужно.  

Пример 4.7. В электрической цепи (рис. 4.21) определить токи, ис-
пользуя принцип наложения, если Е1 = 120 В, Е2 = 250 В, R1 = 18 Ом, R2 = 20 Ом, 
R3 = 30 Ом. 
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Рис. 4.21 

 
Решение. На схеме цепи (рис. 4.21) произвольно указываем положи-

тельные направления токов в ветвях. Пользуясь принципом наложения, 
определяем токи в ветвях как алгебраическую сумму частичных токов, 
создаваемых поочередно действующими ЭДС. Примем Е2 = 0 и опреде-
лим частичные токи от Е1 (рис. 4.22), применяя метод эквивалентных пре-
образований: 

1
1

экв

,EI
R

 
  

где 2 3
экв 1

2 3

20 3018 30 Ом.
20 30

R RR R
R R

     
 

 

1
120 4 А.
30

I      

 
Рис. 4.22 

 
Токи 2I   и 3I   определяем по закону Ома: 
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2
2

,abUI
R


   3
3

,abUI
R


   

где 1 23 4 12 48 В.abU I R      

2
48 2, 4 А,
20

I     3
48 1,6 А.
30

I     
Примем Е1 = 0 и определим частичные токи от Е2 (рис. 4.23). 

 
Рис. 4.23 

 
По закону Ома ток 

2
2

экв

,
E

I
R

 
  

где 1 3
экв 2

1 3

18 3020 31,25 Ом.
18 30

R RR R
R R

     
 

 

2
250 8 А.

31,25
I     

Токи 1I   и 3I   определим по закону Ома: 

1
1

,abUI
R


   3
3

,abUI
R


   

где 13 8 11, 25 90 В.ab abU I R      

Тогда 1
90  А
18

I   и 3
90 3 А.
30

I     

С учетом произвольно указанных ранее положительных направлений 
токов в ветвях на схеме цепи (см. рис. 4.21) определяем их как алгебраи-
ческую сумму частичных токов: 
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1 1 1 4 5 9 А;I I I       
2 2 2 2, 4 8 10, 4 А;I I I       
3 3 3 1,6 3 1, 4 А.I I I        

Знак «» третьего тока говорит о противоположном его направлении 
по отношению к выбранному.  

 

4.12. Метод эквивалентного генератора 
При расчете сложных электрических цепей, когда требуется 

определить ток в одной какой-то ветви, эту ветвь выделяют, а ос-
тальную цепь заменяют эквивалентным генератором, ЭДС которо-
го равна напряжению холостого хода на зажимах выделенной вет-
ви, а внутреннее сопротивление равно входному сопротивлению 
пассивного двухполюсника, что схематично представлено на ри-
сунке 4.24. 

 
Рис. 4.24. Иллюстрация метода эквивалентного генератора 

 
Для приведенной в правой части рисунка 4.24 цепи 

г

г
ab

ab

EI .
R R




                                   (4.37) 

Задача состоит в определении Ег и Rг через заданные ЭДС и со-
противления сложной схемы, которая входит в активный двухпо-
люсник. 

Ток в ветви ab не изменится, если в ветвь включить две равные 
и противоположно направленные ЭДС Е1 и Е2 (рис. 4.25). На осно-
вании принципа наложения ток Iab можно представить в виде сум-
мы двух токов: abI   и .abI   
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Рис. 4.25. Схемы преобразований на основании принципа наложения 
 
В преобразованных схемах учтены все ЭДС исходной схемы, по-

этому один двухполюсник принят активным, а другой пассивным. 
Ток abI   вызван всеми ЭДС активного двухполюсника и ЭДС 

Е1, а ток abI   только ЭДС Е2. 
В пассивном двухполюснике отсутствуют ЭДС, но учитывают-

ся внутренние сопротивления источников. 
Для преобразованной схемы с активным двухполюсником на 

участке ab по закону Ома ток  

1 .ab
ab

ab

U EI
R
 

 
Выберем значение ЭДС Е1 таким, чтобы ток abI   был равен ну-

лю. Отсутствие тока в ветви ab означает ее размыкание, иначе  
холостой ход. 

Напряжение на зажимах ab при холостом ходе ветви обозначим 
 х.хabU .  Следовательно, если принять 1  x.x ,abE U  то 0,abI    тогда ток 

.ab abI I   
Однако ток из второй схемы с пассивным двухполюсником 

2

вх

,ab
ab

EI
R R

 
  

где вхR   входное сопротивление пассивного двухполюсника отно-
сительно зажимов ab. 
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Но по условию 2 1  x.x ,abE E U   а ,ab abI I   следовательно,  

  x.x

вх

ab
ab

ab

UI .
R R




                                    (4.38) 

Сравнивая формулы (4.37) и (4.38), находим, что ã  x.xabE U  и 

г вхR R .  
Метод расчета тока в выделенной ветви, основанный на замене 

активного двухполюсника эквивалентным генератором, принято 
называть методом эквивалентного генератора (это название ис-
пользуется чаще), методом активного двухполюсника или мето-
дом холостого хода и короткого замыкания. 

Расчет электрической цепи методом эквивалентного генератора 
осуществляют в такой последовательности. Размыкают ветвь, в 
которой требуется определить ток. Находят напряжение на зажи-
мах разомкнутой ветви Uab x.x, используя второй закон Кирхгофа. 
Для этого токи в оставшихся ветвях схемы рассчитывают любым 
методом. 

Затем определяют входное сопротивление Rвх всей схемы по 
отношению к зажимам ab при закороченных ЭДС. Если в электри-
ческой цепи имеются ветви с источником тока, их при определе-
нии Rвх принимают разомкнутыми, так как внутреннее сопротив-
ление источников тока бесконечно большое. Ток в ветви Iab опре-
деляют по формуле (4.38). 

Напряжение холостого хода Uab x.x и входное сопротивление Rвх 
могут быть определены опытным путем. В эксперименте вначале 
размыкают ветвь ab и измеряют вольтметром напряжение Uab x.x. 
После этого закорачивают ветвь ab и амперметром измеряют ток 
короткого замыкания Iк.з. Так как сопротивление Rab = 0, то 

 x.x
вх

кз

abUR .
I

  

Пример 4.8. Определить показание амперметра методом эквивалентного 
генератора для электрической цепи (рис. 4.26), если Е1 = 20 В, Е2 = 10 В, R1 = 
= R2 = R3 = 2 Ом. 
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Рис. 4.26 

 
Решение. Удаляем из цепи ветвь с искомым током и сопротивлением 

R1. Получаем цепь в режиме холостого хода ветви ab (рис. 4.27). 
Определяем напряжение на зажимах разомкнутой ветви Uаbх.х, для че-

го определяем ток Iх.х: 

1 2
х.х

1 3

20 10 2 5 A
2 2

E E
I , .

R R
 

  
   

 
Рис. 4.27 

 
Записываем уравнение по второму закону Кирхгофа для контура, 

проходящего через узлы а, b и ветвь с R2, Е1: 

Ix.хR2 + Uаb х.х = E1; 

Uаb х.х = E1 – Iх.хR2 = 20 – 2,5  2 = 15 B. 

Закорачиваем все ЭДС и определяем входное сопротивление 
(рис. 4.28): 

2 3
вх

2 3

2 2 1 Ом.
2 2

R RR
R R
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Рис. 4.28 

 
Определяем показание амперметра, т. е. ток I1 по уравнению (4.38): 

 х.х
1

вх 1

15 5 A
1 2

аbU
I .

R R
  

   

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Сформулируйте первый закон Кирхгофа и правило знаков 
при записи уравнения. 

2. Сформулируйте второй закон Кирхгофа и правило знаков 
при записи уравнения. 

3. Раскройте суть последовательного, параллельного и сме-
шанного соединений участков электрической цепи. 

4. Поясните сущность эквивалентного преобразования схемы 
электрической цепи. 

5. Составьте схемы и найдите эквивалентное сопротивление 
при последовательном и параллельном соединениях резистивных 
элементов. 

6. Определите, сколько всего уравнений необходимо составить 
для расчета токов в сложных цепях по законам Кирхгофа. Сколько 
уравнений по первому и сколько по второму законам Кирхгофа? 

7. Изложите последовательность расчета токов сложных элек-
трических цепей методом контурных токов. 

8. Запишите закон Ома для участка цепи, содержащего ЭДС. 
Как определяют знаки напряжения на участке цепи и ЭДС? 

9. Изложите последовательность расчета сложных электриче-
ских цепей методом узловых потенциалов. 
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10. Изложите последовательность расчета сложных электриче-
ских цепей методом двух узлов. 

11. Сформулируйте принцип наложения и запишите после-
довательность расчета токов по методу наложения. 

12. Обоснуйте использование метода эквивалентного генера-
тора. Как определяют ЭДС и внутреннее сопротивление эквива-
лентного генератора? 

13. В схеме электрической це-
пи, представленной на рисунке 
4.29, определите число узлов, вет-
вей и независимых контуров. 
Укажите произвольно направле-
ния токов в каждой ветви. Со-
ставьте уравнения по первому за-
кону Кирхгофа для каждого узла и 
по второму закону Кирхгофа для 
каждого независимого контура. 
Ответ: узлов  3; ветвей  5; неза-
висимых контуров  6. 

 
 

Рис. 4.29 

14. Определите эквивалентные 
сопротивления между зажимами 
ab, gc, gd, cd (рис. 4.30), если 
R1 = 6 Ом, R2 = 15 Ом, R3 = 5 Ом, 
R4 = 30 Ом, R5 = 6 Ом. Ответ: 
Rab = 12 Ом; Rgc = 4 Ом; Rgd = 6 Ом; 
Rcd = 4 Ом. 

R2

R1а

b

R3

g

R4 R5

c

d
 

Рис. 4.30 

15. В электрической цепи 
(рис. 4.31) U = 100 B, I = 5 A, 
R1 = 10 Ом, R2 = 6 Ом. Определите 
R3, Rэ, U1, U2, U3. Ответ: R3 = 4 Ом; 
Rэ = 20 Ом; U1 = 50 В; U2 = 30 В; 
U3 = 20 В. 

 

Рис. 4.31 
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16. Определите токи и мощ-
ность источника питания в схеме 
электрической цепи (рис. 4.32), если 
Е = 36 В, R1 = R2 = 2 Ом, R3 = 3 Ом, 
R4 = 1 Ом, R5 = 2 Ом, R6 = 3 Ом. 
Ответ: I1 = 6 A; I3 = 4 A; I4 = 2 A; 
Р = 216 Вт. 

R1 R4

R5

R3 R6
R2

E

 
Рис. 4.32 

 

17. Определите ток I через источник ЭДС Е в схеме 
(см. рис. 4.8, а), если R12 = 6 Ом, R23 = 1 Ом, R31 = 3 Ом, R24 = 2,4 Ом, 
R43 = 1,7 Ом, Е = 12 В. Ответ: 4 А. 

Указание. Задачу решите, преобразуя треугольник резисторов 
R12, R23, R31 в эквивалентную звезду. 

18. Определите ток I через источник Е в схеме рисунка 4.10, а, 
если R1 = 6 Ом, R2 = 18 Ом, R3 = 30 Ом, R4 = 30 Ом, R5 = 90 Ом, 
R6 = 30 Ом, Е = 60 В. Ответ: 5 А. 

Указание. Задачу решите, преобразуя звезду резисторов R1, R2, 
R3 в эквивалентный треугольник.  

19. Составьте систему уравне-
ний по законам Кирхгофа для 
расчета токов в ветвях элект-
рической цепи (рис. 4.33). 

 
Рис. 4.33 

20. Для цепи, схема которой приведена на рисунке 4.12, заданы: 
Е1 = 100 В, Е2 = 80 В, Е3 = 60 В, R1 = 10 Ом, R2 = 20 Ом, R3 = 40 Ом, 
R4 = 15 Ом, R5 = 5 Ом. Определите токи в электрической цепи ме-
тодом контурных токов. Ответ: I1 = 3,53 А; I2 = ‒4,6 А; I3 = 1,07 А. 

Указание. Направление токов в ветвях принять к верхнему узлу 
схемы электрической цепи. 



4. Расчет линейных электрических цепей постоянного тока 

 100 

21. В электрической цепи 
(рис. 4.34) определите токи мето-
дом двух узлов, если Е1 = 100 В, 
Е2 = 40 В, R1 = 2 Ом, R2 = 1 Ом, 
R3 = 2 Ом. Ответ: значения токов 
по модулю I1 = 47,5 A; I2 = 45 A; 
I3 = 2,5 A. 

 
Рис. 4.34 

22. Определите ток I в ветви 
bd (рис. 4.35) методом эквива-
лентного генератора, если Е = 2 В, 
R1 = 1 Ом, R2 = 3 Ом, R3 = 2 Ом, 
R4 = 2 Ом, R = 0,25 Ом. Ответ: 
0,25 А. 

 
Рис. 4.35 
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5. МАГНИТНОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

5.1. Механические силы в магнитном поле. 
Магнитная индукция 

Электромагнитное поле представляет собой совокупность взаим-
но связанных электрического и магнитного полей. Таким образом, 
магнитное поле есть одна из сторон электромагнитного поля. Маг-
нитное поле постоянного тока создается неизменными во времени 
токами, протекающими по проводящим телам, неподвижным в 
пространстве по отношению к наблюдателю. Магнитное поле по-
стоянного тока можно рассматривать отдельно от электрического 
поля. 

Основное свойство неизменного во времени магнитного поля  
силовое воздействие его на проводник с током. Интенсивность 
магнитного поля в каждой точке пространства характеризуется 
вектором магнитной индукции ,В


 [В] = Тл (тесла). Индукцию В


 

можно определить по силе, с которой действует магнитное поле на 
проводник длиной dl


 с током согласно закону Ампера: 

.F I dlB   
 

                                      (5.1) 

Направление вектора dl


берется по направлению тока в про-
воднике (рис. 5.1). 

 
 

Рис. 5.1. Сила, вызываемая магнитным полем 
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Механическое воздействие магнитного поля на проводник с то-
ком максимально, когда В


 и dl


 взаимно перпендикулярны.  

Большой практический интерес представляет выражение силы, 
действующей на прямолинейный проводник с током в равно-
мерном магнитном поле, в котором на элемент длины провода (в 
любом месте) действует одинаковая электромагнитная сила. На 
основании выражения (5.1) можно записать выражение силы, дей-
ствующей на часть провода l, расположенного в пределах магнит-
ного поля: 

sin ,F BIl                                        (5.2)  

где α  угол между направлением вектора магнитной индукции В


 
и длиной провода l с током I.  

Если α = 90, т. е. провод с током расположен перпендикулярно 
линиям магнитной индукции, то 

.F BIl                                              (5.3)  

На провод с током, расположенный вдоль линий магнитной ин-
дукции, магнитное поле не действует. 

Сила F направлена всегда перпендикулярно плоскости, в ко-
торой лежит провод и находятся линии магнитной индукции. На-
правление электромагнитной силы наиболее удобно определять по 
правилу левой руки: необходимо расположить левую руку так, 
чтобы вытянутые четыре пальца показывали направление тока в 
проводе, а линии магнитной индукции «входили» в ладонь, тогда 
большой палец, отогнутый перпендикулярно остальным четырем, 
покажет направление электромагнитной силы. 

 

5.2. Линии магнитной индукции 
Графически магнитное поле изображают при помощи линий 

магнитной индукции. 
Линии вектора магнитной индукции проводника с током имеют 

вид концентрических окружностей с центром на оси провода 
(рис. 5.2).  
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Рис. 5.2. Магнитное поле проводника с током 

 
Касательная, проведенная к каждой точке линии магнитной ин-

дукции, совпадает по направлению с вектором .В


 Направление 
линий магнитной индукции определяется правилом правоходового 
винта: если вращать винт так, чтобы острие его перемещалось по 
току, то направление вращение головки винта совпадет с направ-
лением линий.  

Практический интерес представляет картина магнитного поля то-
ка катушек, так как во многих электротехнических устройствах (транс-
форматоры, электрические машины, электромагнитные реле и т. д.) 
магнитное поле создается токами в катушках различной формы. 

Магнитное поле тока цилиндрической катушки изображено на 
рисунке 5.3. Если длина катушки значительно больше ее диаметра, 
то линии магнитной индукции имеют внутри катушки одинаковое 
направление (вдоль оси катушки) и величина магнитной индукции во 
всех точках одинакова, за исключением точек, расположенных у краев. 

 

 
Рис. 5.3. Магнитное поле цилиндрической катушки 
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Магнитное поле, имеющее во всех точках одинаковую по вели-
чине и направлению магнитную индукцию, называется однород-
ным (равномерным). 

По форме магнитного поля цилиндрическая катушка подобна 
постоянному магниту. На конце катушки, где линии магнитной 
индукции выходят из нее, образуется северный полюс, а на проти-
воположном конце  южный. 

Направление линий магнитной индукции поля тока катушки 
или контура определяется правилом правого буравчика в следую-
щей формулировке: если рукоятку буравчика вращать по направ-
лению тока в витках, то поступательное перемещение острия бу-
равчика совпадает с направлением линий магнитной индукции 
внутри катушки. 

Линии индукции магнитного поля всегда замкнуты на себя, 
т. е. не имеют ни начала, ни конца. 

 

5.3. Напряженность магнитного поля. 
Магнитная проницаемость среды 

Величина индукции магнитного поля зависит как от значения 
тока, так и от среды, окружающей проводник. Опыт показывает, 
что любое вещество, внесенное в магнитное поле, намагничивает-
ся. Внутримолекулярные токи под действием внешнего поля опре-
деленным образом ориентируются, и их магнитное поле в сочета-
нии с внешним образует результирующее магнитное поле. 

Если хотят охарактеризовать магнитный эффект тока вне зави-
симости от среды, то рассматривают другую векторную величи-
ну  напряженность магнитного поля ,Н


 связанную с вектором 

магнитной индукции В


 соотношением 

а

,ВН 



 

где а   абсолютная магнитная проницаемость, Гн/м. 
Напряженность магнитного поля Н измеряется в амперах на 

метр (А/м). 
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Абсолютная магнитная проницаемость à  характеризует маг-
нитные свойства вещества, в котором существует магнитное поле: 

а 0 ,r     
где 0   магнитная постоянная, или магнитная проницаемость, 
вакуума; 

7
0 4 10  Гн/м.     

Величина r  называется относительной магнитной проницае-
мостью и показывает, во сколько раз магнитное поле в веществе 
получается сильнее (или слабее), чем в вакууме, при прочих рав-
ных условиях, т. е. 

a

0

.r


 
  

При решении большинства электротехнических задач доста-
точно подразделять все вещества на сильномагнитные (фер-
ромагнитные), у которых r  >> 1, и слабомагнитные (практически 
немагнитные), у которых 1.r   

К ферромагнитным веществам относятся железо, никель, ко-
бальт и некоторые их сплавы. Ферромагнитные вещества имеют 
особое значение в электротехнике, поэтому их магнитные свойства 
будут рассмотрены в пп. 5.10, 5.11. 

 

5.4. Магнитный поток 
Магнитное поле можно характеризовать скалярной величи-

ной  магнитным потоком 
Ф ,ВdS 


 

где dS


  вектор элементарной площадки поверхности S. 
В практике бывают случаи, когда магнитное поле можно счи-

тать равномерным, а поверхность, через которую определяют маг-
нитный поток,  плоскостью, тогда 

Ф cos ,BS   
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где    угол между линией магнитной индукции и перпендикуля-
ром к поверхности S. 

Если угол  = 0, т. е. линии магнитной индукции направлены 
перпендикулярно к плоскости S, то магнитный поток 

Ф .ВS                                              (5.3) 
Согласно формуле (5.3), магнитная индукция является плотно-

стью магнитного потока в данной точке поля. 
Единица измерения магнитного потока  вебер (Вб). 
 

5.5. Закон полного тока. 
Магнитное поле прямолинейного проводника с током 
Закон полного тока устанавливает связь между электрическим 

током и его магнитным полем. Читается он следующим образом: 
линейный интеграл от вектора напряженности магнитного поля 
вдоль замкнутого контура равен алгебраической сумме токов, ох-
ватываемых этим контуром: 

 

Положительное направление тока связано с обходом контура 
правилом буравчика. 

Данная интегральная форма записи закона полного тока ис-
пользуется для расчета магнитных полей, имеющих симметрию, 
например поля уединенного проводника с током. 

Пусть требуется определить напряженность магнитного поля в 
точке, удаленной от центра проводника на расстояние R (рис. 5.4).  

 

Рис. 5.4. Определение напряженности магнитного поля в точке А 
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Проведем окружность вокруг проводника радиусом R и возь-
мем линейный интеграл от вектора напряженности магнитного по-
ля вдоль этой окружности. В силу симметрии значение H на рас-
стоянии R от оси проводника будет одинаковым. Векторы Н


 и dl


 

будут совпадать по направлению, поскольку они направлены по 
касательной к окружности. Поэтому 

 

,
2

IH
R




                                         (5.4) 

где l  длина окружности; l = 2R. 
По мере удаления от провода напряженность магнитного поля 

убывает. 
 

5.6. Сила взаимодействия двух проводов с током 
в линии электропередачи 

Определим силу взаимодействия двух параллельных проводов 
с током (рис. 5.5). 

 
Рис. 5.5. Двухпроводная линия электропередачи 

 
В двухпроводной линии электропередачи токи в проводах на-

правлены навстречу друг другу. Каждый провод находится в маг-
нитном поле, созданном током соседнего провода. Направление 
вектора магнитной индукции В


 определяется по правилу правохо-

дового винта. 



5. Магнитное поле постоянного тока 

 108 

Согласно закону Ампера (уравнение (5.2)), сила, действующая 
на правый провод, 

sin ,F IlB   
где   угол между вектором В


и вектором .dl


 

Вектор dl


и ток в элементе длины проводника имеют одинако-
вое направление. В рассматриваемом случае  = 90, следовательно,  

,F BIl  
где l  длина провода. 

Согласно закону полного тока, напряженность магнитного поля 
от тока левого провода на расстоянии а находится из выражения 
(5.4), учитывая, что для рассматриваемого случая R = a: 

.
2

IH
a


  

Соответственно магнитная индукция  

0 ,
2

IB
a

 
  

а сила, действующая на правый провод, 
2

0 .
2
I lF

a
 


 

Такая же сила будет действовать и на левый провод. Направле-
ние силы определяется по правилу левой руки. Действующие силы 
(см. рис. 5.5) отталкивают провода друг от друга. 

 
5.7. Магнитное потокосцепление. 

Cобственная индуктивность  
Если на прямоугольную рамку намотать N витков из проводни-

ка и пропустить по ним ток I, то магнитный поток Ф, созданный 
этим током, будет пронизывать поверхность, ограниченную 
контуром рамки, т. е. магнитный поток Ф будет сцеплен с этим 
контуром. 

Произведение числа витков и сцепленного с этими витками 
магнитного потока называется потокосцеплением:  

Ф.N   
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Потокосцепление, характеризующее связь тока с собственным 
магнитным полем, называется собственным или потокосцеплени-
ем самоиндукции. 

Магнитный поток Ф создан электрическим током, следователь-
но, собственное потокосцепление Ψ катушки прежде всего зависит 
от тока в катушке. Кроме того, на потокосцепление будут влиять 
число витков, форма, размеры контура и среда, в которой создается 
магнитное поле. Для учета этого влияния введено понятие индук-
тивности катушки (контура): 

,L I                                               (5.5) 
где L  индуктивность, Гн. 

Из выражения (5.5) видно, что собственная индуктивность ка-
тушки, характеризующая связь собственного потокосцепления и 
тока, численно равна отношению собственного потокосцепления 
катушки к току в ней: 

.L
I



                                              

 (5.6) 

В неферромагнитной среде отношение (5.6) для данной катуш-
ки (контура) остается неизменным, т. е. не зависит от значений то-
ка и потокосцепления. 

В практических расчетах индуктивность часто выражается в 
долях генри: миллигенри (мГн) или микрогенри (мкГн). 

1 мГн = 103 Гн; 1 мкГн = 106 Гн. 
 

5.8. Взаимная индуктивность. Коэффициент связи 
Рассмотрим магнитную связь двух катушек (контуров), уда-

ленных друг от друга на некоторое расстояние (рис. 5.6). 

 
Рис. 5.6. Магнитная связь между катушками 



5. Магнитное поле постоянного тока 

 110 

В первой катушке с числом витков N1 протекает ток I1, во вто-
рой с числом витков N2  ток I2. 

Поток Ф1, создаваемый током I1, частично замыкается, минуя 
второй контур (Ф11), частично проходит через него (Ф12). Для 
удобства на рисунке 5.6 изображено только по одной линии маг-
нитной индукции каждого из потоков. 

В свою очередь поток Ф2, созданный током I2, частично замы-
кается, минуя первый контур (Ф22), частично проходит через него 
(Ф21). 

Собственное потокосцепление первой катушки 

 
1 1 1 1 1Ф .N L I  

  Взаимное потокосцепление первой катушки 

 
21 21 1Ф .N 

 Взаимное потокосцепление первой катушки можно записать 
пропорционально току I2, создающему поток Ф21: 

21 2 .МI                                           
(5.7)

  
Собственное потокосцепление второй катушки 

2 2 2 2 2Ф .N L I  
 Взаимное потокосцепление второй катушки 

12 12 2Ф .N 
 Взаимное потокосцепление второй катушки пропорционально 

току I1, создающему поток Ф12: 

  
12 1.МI 

                                          
(5.8)

 
Коэффициент М называют взаимной индуктивностью контуров 

(катушек). Он зависит от размеров и формы контуров, от их взаим-
ного расположения, числа витков и от магнитных свойств среды. 
Взаимная индуктивность измеряется в генри (Гн).  

Из выражений (5.7) и (5.8) видно, что взаимная индуктивность 
двух катушек (контуров) численно равна отношению взаимного 
потокосцепления одной катушки к току в другой катушке:  
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21 12

2 1

.М
I I
 

 
 

Под коэффициентом связи K двух магнитно-связанных конту-
ров с индутивностями L1, L2 и взаимной индуктивностью М пони-
мают отношение М к 1 2L L : 

1 2

.МK
L L


 

Коэффициент связи теоретически может изменяться от 0 до 1. 
Коэффициент связи K = 1, если весь поток, создаваемый пер-

вым контуром, будет сцепляться со вторым. Практически такого 
достигнуть сложно, поэтому всегда K < 1. 

В системе магнитно-связанных контуров (катушек) различают 
согласное и встречное включение. 

В общем случае полное потокосцепление первой катушки 

 
1полн 1 21 1 1 21(Ф Ф ) .N     

                 
(5.9)

 Полное потокосцепление второй катушки 

 
2полн 2 12 2 2 12(Ф Ф ) .N     

                 
(5.10)

 Знак «+» в выражениях (5.9) и (5.10) следует ставить в том слу-
чае, если взаимный поток будет направлен согласно с собственным 
потоком, создаваемым током данного контура. При несогласном 
(встречном) направлении следует ставить знак «». 

Изменяя направление тока или направление намотки одной из 
катушек, получают согласное или встречное включение. 

При встречном включении катушек можно добиться такого по-
ложения, когда потоки обеих катушек, определенные порознь, рав-
ны, а результирующий поток равен нулю. 

Если требуется получить катушку практически без индуктив-
ности, можно применить бифилярную обмотку, которая выполня-
ется проводом, сложенным вдвое. 

Магнитный поток, а следовательно, и индуктивность бифиляр-
но намотанной катушки практически равны нулю, так как каждый 
виток ее состоит из двух проводников с противоположным направ-
лением тока (рис. 5.7). 
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 Рис. 5.7. Катушка с бифилярной обмоткой 
 

5.9. Магнитное поле, индуктивность катушки 
на кольцевом сердечнике и цилиндрической катушки 

Если на кольцевой сердечник  тороид, выполненный из мате-
риала с магнитной проницаемостью a 0 ,    нанести обмотку так, 
что витки будут плотно охватывать тороид по всей длине, то весь 
магнитный поток практически будет сосредоточен в сердечнике 
(рис. 5.8). Линии вектора напряженности H


 представляют собой 

окружности, сцепляющиеся со всеми витками. 
По закону полного тока 

  

;
2
INH

R


  

 
a

a .
2

INB H
R


  

  
Как видим, магнитное поле в сердечнике неравномерное. Маг-

нитная индукция В зависит от R. 

Если 2

1

R
R

< 1,5, т. е. R1 и R2 незначительно отличаются друг от 

друга, то можно считать, что магнитное поле в тороиде распреде-
лено равномерно, и расчет следует вести по средней линии сердеч-
ника l и площади сечения тороида S. 
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Рис. 5.8. К расчету индуктивности катушки на кольцевом сердечнике 

 
Тогда напряженность магнитного поля 

.INH
l

  
Магнитная индукция 

a
a .INB H

l


  
                                   

(5.11)
 

Магнитный поток 

aФ .NSBS
l
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Потокосцепление Ф .N   
Индуктивность кольцевой катушки 

2
a .N SL

I l


                                      (5.12)  

Формула (5.12) может быть использована также для определе-
ния индуктивности катушки на цилиндрическом сердечнике (соле-
ноиде) (рис. 5.9), рассматривая его как тороид бесконечно большо-
го радиуса.  

 
Рис. 5.9. Катушка на цилиндрическом сердечнике 

 
Для катушки конечной длины l с a 0  , т. е. с неферромаг-

нитным сердечником, можно записать  
2

0 ,N SL K
l


  

где коэффициент K < 1, учитывающий, что не весь магнитный по-
ток в такой катушке пронизывает все витки. Он зависит от отно-

шения диаметра d витков катушки к ее длине l; при 0,1d
l
  коэф-

фициент 0,96,K   при 0,1d
l


 
принимают K ≈ 1.

 
Пример 5.1. Определить индуктивность катушки на кольцевом не-

ферромагнитном сердечнике прямоугольного поперечного сечения S = 
= 8 см2, имеющем наружный радиус R2 = 11 см, внутренний R1 = 9 см, чи-
сло витков N = 1000 (см. рис. 5.8). 

Решение. По формуле (5.12) индуктивность кольцевой катушки 
2

0 .
N SL
l


  



 

 115 

Длина средней линии кольцевого сердечника 

21 2( ) (0,11 0,09)2 2  =2 10 10  м.
2 2

R Rl  
       

Находим 
2 4

7 4
2

1000 8 104 10 16 10  Гн = 1,6 мГн.
2 10 10

L


 


 
    

  
 

 
Пример 5.2. На кольцевой сердечник из неферромагнитного материа-

ла, диаметр которого по средней линии D = 20 см, намотаны две обмотки 
с числом витков N1 = 800 и N2 = 300. Определить магнитную индукцию в 
центре сечения сердечника при согласном и встречном включении обмо-
ток и токе в них I = 5 А. 

Решение. В соответствии с формулами (5.9)(5.11) магнитная индук-
ция при согласном включении обмоток 

1 2
согл 0 .

N NВ I
l


   

При встречном включении обмоток 

1 2
встр 0 .

N NВ I
l


   

Длина средней линии сердечника 220 10  м.l D       
Находим 

7 2
согл 2

800 3004 10 5 1,1 10  Тл;
20 10

В  



     

 
 

7 2
встр 2

800 3004 10 5 0,5 10  Тл.
20 10

В  



     

  
 

 

5.10. Намагничивание вещества. 
Элементы теории ферромагнетизма 

Любое вещество, находящееся в магнитном поле внешних то-
ков, приходит в особое состояние намагниченности, характеризу-
ющееся возникновением в нем добавочного магнитного поля. 

Движение заряженных частиц внутри атома можно рассматри-
вать как элементарные внутриатомные токи, поэтому добавочное 
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магнитное поле, возникшее в результате намагничивания, будем 
называть полем элементарных (внутренних) токов. 

Магнитные свойства элементарного кругового тока (рис. 5.10) 
можно характеризовать вектором магнитного момента, величина 
которого определяется произведением элементарного кругового 
тока и площади описанного им круга, а направление – по правилу 
буравчика: 

.m iS  

 
Рис. 5.10. Магнитный момент элементарного кругового тока 

 
При отсутствии магнитного поля внешних токов элементарные 

токи внутри вещества ориентированы беспорядочно, поэтому сум-
марный магнитный момент оказывается равным нулю, а магнитное 
поле элементарных токов не обнаруживается. 

Под влиянием магнитного поля внешних токов меняется ориен-
тация осей вращения элементарных токов и их магнитные момен-
ты направлены в одну сторону. Это явление называют намагничи-
ванием вещества. 

Интенсивность и характер намагничивания у различных ве-
ществ в одинаковом магнитном поле внешних токов значительно 
отличаются. 

Вещества, в которых магнитное поле элементарных токов на-
правлено против поля внешних токов, т. е. ослабляющие внешнее 
магнитное поле, называют диамагнетиками. У них относительная 
магнитная проницаемость μr < 1, например у висмута μr = 0,99983. 

Вещества, усиливающие магнитное поле, называют парамаг-
нетиками (μr > 1, например, у платины μr = 1,00036). Существуют 
вещества (железо, никель, кобальт и некоторые сплавы), способ-
ные вызывать большое усиление внешнего магнитного поля. Это 
ферромагнитные материалы, имеющие μr = 103…106.  
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Особенность ферромагнитных веществ  наличие сильных маг-
нитных связей молекул, вследствие чего в них образуются весьма 
малые (микроскопические) области, внутри которых магнитные 
моменты молекул ориентированы в одну сторону. Такие области 
имеют значительный общий магнитный момент и называются са-
мопроизвольно намагниченными. 

При отсутствии внешнего магнитного поля магнитные момен-
ты самопроизвольно намагниченных областей направлены беспо-
рядочно, и ферромагнитные вещества не проявляют своих магнит-
ных свойств. 

Если же ферромагнитное тело поместить во внешнее магнитное 
поле, то под его действием векторы намагниченности отдельных 
областей будут поворачиваться по внешнему полю. В результате 
индукция результирующего магнитного поля оказывается во много 
раз больше, чем магнитная индукция внешнего поля до помещения 
в него ферромагнитного тела. 

Электрические машины, трансформаторы и многие электротех-
нические устройства создают на основе ферромагнитных материа-
лов для увеличения магнитного потока и для сосредоточения маг-
нитного поля в заданной области пространства. 

 

5.11. Характеристики ферромагнитных материалов 
Свойства ферромагнитных материалов принято характеризо-

вать зависимостью магнитной индукции В от напряженности маг-
нитного поля Н.  

Различают два основных типа зависимости В(Н): кривые намаг-
ничивания и гистерезисные петли. 

Под кривыми намагничивания понимают однозначную зависи-
мость между В и Н, т. е. каждому значению В соответствует опре-
деленное значение Н. 

Если ток в обмотке кольцевого магнитопровода (см. рис. 5.8), 
изготовленного из ферромагнитного материала, плавно изменять 
от положительного максимального значения +Imax до отрицатель-
ного максимального значения –Imax и затем в обратной последова-
тельности, то зависимость В(Н) после ряда циклов перемагничива-
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ния при значениях В и Н меньше тех, которые соответствуют пол-
ному насыщению, получается в виде симметричных петель маг-
нитного гистерезиса (рис. 5.11). 

 
 

Рис. 5.11. Симметричные петли гистерезиса 
 

Кривую, проведенную через вершины всех симметричных гис-
терезисных петель, называют основной кривой намагничивания. 

Каждый из отрезков, отсекаемых петлей гистерезиса на оси ор-
динат (при Н = 0), определяет остаточную индукцию (Br и –Br), а 
каждый отрезок, отсекаемый той же петлей на оси абсцисс (при 
В = 0), – коэрцитивную (задерживающую) силу (Нс и –Нс). 

Таким образом, гистерезисная петля представляет собой неод-
нозначную зависимость В(Н) и характеризует отставание измене-
ния магнитной индукции В от изменения напряженности магнит-
ного поля Н. 

Предельной гистерезисной петлей или предельным циклом на-
зывают симметричную гистерезисную петлю, снятую при очень 
больших значениях напряженности Нmax. Участок предельного 
цикла BrНс (см. рис. 5.11) принято называть кривой размагничива-
ния или «спинкой» гистерезисной петли. Этой кривой пользуются 
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при расчете постоянных магнитов и магнитных элементов запоми-
нающих устройств вычислительной техники. 

Участок основной кривой намагничивания при очень больших 
Н, вблизи Нmax, где восходящая и нисходящая части предельной 
петли практически сливаются, называется областью магнитного 
насыщения. Это означает, что все магнитные моменты самопроиз-
вольно намагниченных областей ориентированы по направлению 
внешнего поля. 

Остаточный магнетизм (Br) объясняется тем, что при снятии 
внешнего поля определенная часть магнитных моментов сохраняет 
приобретенное при намагничивании направление, поэтому магнит-
ная индукция и магнитный поток в сердечнике не уменьшаются до 
нуля некоторое время. 

Напряженность Нс, названная коэрцитивной (задерживающей) 
силой, компенсирует поле намыагниченности сердечника. В ре-
зультате ее действия магнитная индукция В и магнитный поток Ф в 
сердечнике уменьшаются до нуля. 

Абсолютная магнитная проницаемость μа ферромагнитного ве-
щества в каждой точке основной кривой намагничивания опреде-
ляется отношением 

а .B
H

   

Как видим (см. рис. 5.11), с ростом напряженности поля Н маг-
нитная проницаемость вначале увеличивается, а при переходе в 
область насыщения уменьшается, т. е. относительная магнитная 
проницаемость ферромагнитных веществ μr  величина непостоян-
ная и зависит от напряженности магнитного поля. 

Основную кривую намагничивания используют при расчетах 
магнитных цепей. 

Петлю гистерезиса приходится учитывать при расчетах элек-
трических цепей синусоидального тока, содержащих катушки с фер-
ромагнитным сердечником. 

Для всех ферромагнитных материалов, используемых в элек-
тротехнике, кривые намагничивания и петли гистерезиса приво-
дятся в справочниках в виде графиков или таблиц. 
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Для примера на рисунке 5.12 приведены основные кривые на-
магничивания некоторых марок сталей. 

 

 
 

Рис. 5.12. Основные кривые намагничивания В(Н) различных марок сталей: 
1  литая сталь; 2  листовая электротехническая сталь 1512 (горячекатаная); 

3  листовая электротехническая сталь 3411 (холоднокатаная) 
 

5.12. Виды ферромагнитных материалов 

Ферромагнитные материалы можно классифицировать по маг-
нитным свойствам. Различают магнитомягкие, магнитотвердые 
материалы, магнитодиэлектрики и ферриты. 
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Магнитомягкие материалы обладают круто поднимающейся 
основной кривой намагничивания и относительно малыми площа-
дями гистерезисных петель. Их применяют во всех устройствах, 
которые работают или могут работать при периодически изме-
няющихся магнитных потоках (трансформаторах, электрических 
двигателях, генераторах, индуктивных катушках и т. п.). Посколь-
ку потери энергии на перемагничивание пропорциональны площа-
ди гистерезисной петли, то у магнитомягких материалов (электро-
технические стали, железоникелевые сплавы типа пермаллоя, пер-
минвара и др.) эти потери небольшие. 

Некоторые магнитомягкие материалы (например, перминвар, 
сплавы 68НМП и др.) обладают петлей гистерезиса по форме, 
близкой к прямоугольной (рис. 5.13, кривая 1). Такие материалы 
получили распространение в устройствах автоматики и вычисли-
тельной техники.  

Магнитотвердые материалы имеют полого поднимающуюся ос-
новную кривую намагничивания и большую площадь гистерезисной 
петли (рис. 5.13, кривая 2). Чаще всего их используют для изготовления 
постоянных магнитов. В группу магнитотвердых материалов вхо-
дят углеродистые стали, сплавы магнико, вольфрамовые, платино-
во-кобальтовые и сплавы на основе редкоземельных элементов. 

 
Рис. 5.13. Гистерезисные петли магнитомягкого 1 

и магнитотвердого 2 материалов 
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В радиотехнических, телевизионных и других устройствах, где 
используют высокочастотные сигналы, сердечники индуктивных 
катушек изготовляют из магнитодиэлектриков или ферритов. 

Магнитодиэлектрики получают путем смешивания, формо-
вания и запекания мелкоизмельченного порошка магнетита, железа 
или пермаллоя с диэлектриком. Так как каждую ферромагнитную 
крупинку обволакивает пленка из диэлектрика, то сердечники из 
магнитодиэлектриков не насыщаются. 

Ферриты – это ферромагнитные материалы. Магнитомягкие 
ферриты изготовляют из оксидов железа, марганца и цинка или из 
оксидов железа, никеля и цинка путем формования и обжига. Маг-
нитотвердые ферриты получают на основе феррита бария. 

В отличие от магнитодиэлектриков ферриты могут насыщаться. 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Назовите величины, характеризующие магнитное поле, запи-
шите, как они связаны между собой. 

2. Сформулируйте и запишите закон Ампера. 
3. Сформулируйте и запишите закон полного тока. 
4. Поясните, испытывает ли уединенный провод механические 

усилия при прохождении по нему тока. 
5. Поясните, при помощи каких величин определяют значение 

индуктивности. 
6. Объясните, как изменится индуктивность L катушки на коль-

цевом сердечнике, если неферромагнитный сердечник заменить 
стальным с относительной магнитной проницаемостью μr = 800. 
Ответ: увеличится в 800 раз. 

7. В равномерном магнитном поле с индукцией В = 1,2 Тл поме-
щен прямолинейный проводник длиной l = 50 см с током I = 10 А. 
Определите силу, действующую на проводник, если он расположен 
перпендикулярно направлению линий магнитной индукции. Ответ: 
F = 6 Н. 

8. Определите магнитную индукцию В, если в равномерном маг-
нитном поле контур площадью S = 10 см2, расположенной перпен-
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дикулярно линиям магнитной индукции, пронизывает магнитный 
поток Ф = 10  104 Вб. Ответ: В = 1 Тл. 

9. На поверхности проводника с током, расположенного в воз-
духе, напряженность магнитного поля Н = 100 А/м. Определите 
магнитную индукцию В. Ответ: В = 1,256  104 Тл. 

10. По прямому цилиндрическому проводу радиусом R0 = 0,02 м 
протекает ток I = 100 А. Найдите напряженность магнитного поля 
на поверхности провода и на расстоянии R = 0,4 м от оси провода. 
Ответ: 796 А/м; 398 А/м. 

11. Определите силу взаимодействия двух проводов линии электро-
передачи постоянного тока I = 1000 А, если расстояние между про-
водами а = 0,5 м, длина линии 100 м. Ответ: F = 40 Н. 

12. Катушка с числом витков N = 150 и током I = 5 А создает 
магнитный поток Ф = 0,1  104 Вб. Определите индуктивность L 
катушки. Ответ: L = 3  104

 Гн. 
13. Индуктивности обмоток трансформатора: L1 = 0,45 Гн и  L2 = 0,2 Гн. Определите взаимную индуктивность обмоток, если 

коэффициент связи между ними 0,9. Ответ: М = 0,27 Гн. 



6. Магниные цепи постоянного тока 

 124 

 

6. МАГНИТНЫЕ ЦЕПИ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

6.1. Основные понятия и разновидности магнитных цепей 
Магнитной цепью называют совокупность устройств, содержа-

щих катушки с током, ферромагнитные тела или иные среды и об-
разующих замкнутую систему, в которой существует магнитный 
поток и вдоль которой замыкаются линии магнитной индукции.  

Магнитные цепи подразделяют на неразветвленные и разветв-
ленные.  

В неразветвленной магнитной цепи (рис. 6.1, а) по всем участ-
кам проходит один и тот же магнитный поток. Основной поток Фо 
концентрируется в сердечнике, а поток рассеяния Фр замыкается 
частично или полностью по воздуху. 

Ôî

Ôð

I

Ô1

I1

Ô3

Ô2

I1N1 I3N3

a

b

I3

 
                           а                                                            б 

Рис. 6.1. Схемы неразветвленной (а)  
и разветвленной (б) магнитных цепей 

 
В расчетах потоком рассеяния обычно пренебрегают. По анало-

гии с электрическими цепями при рассмотрении магнитных цепей 
также используют понятия ветвь, узел и контур. 

В схеме разветвленной магнитной цепи (рис. 6.1, б) имеются 
два узла, в которых соединяются три ветви. В каждой ветви прохо-
дит свой магнитный поток. 
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Электрические двигатели, генераторы, трансформаторы и дру-
гие электромагнитные аппараты конструируют так, чтобы магнит-
ный поток в них был по возможности наибольшим. Введение фер-
ромагнитного материала в магнитную цепь значительно усиливает 
и концентрирует в заданной области магнитное поле, придает ему 
нужную конфигурацию. 

При расчете магнитных цепей используют такие скалярные ве-
личины, как магнитный поток Ф, магнитодвижущая сила (МДС) F, 
магнитное напряжение (падение магнитного напряжения) Uм. 

Магнитный поток определяется как поток вектора магнитной 
индукции В


 через поверхность S поперечного сечения магнито-

провода: 
Ф .

S

BdS 


 
При равномерном магнитном поле 

Ф = ВS.                                             (6.1) 
Магнитодвижущая (намагничивающая) сила выражается про-

изведением числа витков катушки N на величину протекающего по 
ней тока I: 

F = IN. 
Магнитодвижущая сила создает магнитный поток в магнитной 

цепи подобно тому, как ЭДС вызывает электрический ток в элек-
трической цепи. Для определения положительного направления 
МДС пользуются правилом правоходового винта: если винт вра-
щать по направлению тока в обмотке, то движение острия укажет 
направление МДС (рис. 6.2). 

 

 
Рис. 6.2. Определение положительного направления МДС 

по правилу правоходового винта 
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Для этих же целей можно воспользоваться мнемоническим пра-
вилом: если сердечник мысленно охватить правой рукой, располо-
жив ее пальцы по току в обмотке, то отогнутый под 90 большой 
палец укажет направление МДС. Очевидно, что направление МДС 
зависит от направления тока и направления намотки провода в об-
мотке. 

Падением магнитного напряжения между точками а и b маг-
нитной цепи называют линейный интеграл от вектора напряженно-
сти Н магнитного поля между этими точками по длине участка: 

м ,
b

a

U Hdl 


 

где dl


  элемент длины участка магнитной цепи. 
Если напряженность поля по всей длине участка одинакова, па-

дение магнитного напряжения определяют по выражению  
м .abU Hl  

В том случае, когда участок магнитной цепи между точками а и 
b может быть подразделен на несколько отдельных частей так, что 
для каждой части напряженность поля неизменна, то падение маг-
нитного напряжения на всем участке равно сумме падений напря-
жений на всех его частях:  

м
1

.
n

k k
k

U H l


  

Единица измерения МДС и падения магнитного напряжения  
ампер (А).  

  
6.2. Законы магнитных цепей 

В основе расчета магнитных цепей лежат определенные законы. 
Исходя из принципа непрерывности магнитного потока, сумма 

вошедших в объем и вышедших из объема магнитных потоков 
равна нулю, т. е. 
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При охвате замкнутой поверхностью S нескольких сечений 
магнитопровода 

Ф = 0.                                       (6.2) 
Уравнение (6.2) выражает первый закон Кирхгофа: алгебраиче-

ская сумма магнитных потоков в любом узле магнитной цепи рав-
на нулю. При этом потоки, направленные к узлу, принимают по-
ложительными, а потоки, направленные от узла,  отрицательны-
ми. Значит, первый закон Кирхгофа можно сформулировать иначе: 
сумма магнитных потоков, подтекающих к узлу, равна сумме маг-
нитных потоков, утекающих от узла: 

Фп = Фу. 
Одним из основных законов, используемых при расчете маг-

нитной цепи, является закон полного тока. Он формулируется сле-
дующим образом: циркуляция вектора напряженности магнитного 
поля H


 по замкнутому контуру равна алгебраической сумме то-

ков, охватываемых этим контуром: 
                                          (6.3) 

Положительное направление интегрирования dl


 связано с по-
ложительным направлением тока I правилом правоходового винта. 
Если контур интегрирования будет пронизывать обмотку катушки 
с числом витков N, по которой проходит ток I, то ∑I = IN. Значит, 
выражение (6.3) можно представить в следующем виде: 

 
Таким образом, закон полного тока представляет собой второй 

закон Кирхгофа: алгебраическая сумма падений магнитного на-
пряжения вдоль любого замкнутого контура равна алгебраической 
сумме МДС вдоль того же контура: 

Uм = F или Hl = IN.                         (6.4) 
Перед тем как записать уравнения по законам Кирхгофа, следу-

ет указать направления МДС, произвольно выбрать положитель-
ные направления магнитных потоков в ветвях и направления обхо-
да контуров. 



6. Магниные цепи постоянного тока 

 128 

Если направление магнитного потока на некотором участке сов-
падает с направлением обхода, то падение магнитного напряжения 
этого участка входит в левую часть уравнения (6.4) со знаком «+», 
если встречно ему, то со знаком «». Аналогично, если МДС совпа-
дает с направлением обхода, она входит в правую часть уравне-
ния (6.4) со знаком «+», в противном случае  со знаком «». 

Пример 6.1. Составить систему уравнений по законам Кирхгофа для 
разветвленной магнитной цепи (см. рис. 6.1, б).  

Решение. Укажем направления МДС I1N1 и I3N3, используя правило 
правоходового винта. Произвольно выберем и укажем на схеме положитель-
ные направления магнитных потоков. Обход по контурам  по часовой 
стрелке. 

По первому закону Кирхгофа необходимо составить одно уравнение 
(на одно меньше числа узлов), по второму закону Кирхгофа  два уравне-
ния, чтобы общее число уравнений было равно числу ветвей. Получим 
систему уравнений: 

1 2 3

1 1 2 2 1 1

2 2 3 3 3 3

Ф Ф Ф 0;
;

.
H l H l I N

H l H l I N

  
  
  

 

 

6.3. Закон Ома для участка магнитной цепи 
Пусть на участке магнитной цепи, не содержащем МДС, про-

ходит магнитный поток Ф. Напряженность магнитного поля 

a a

Ф ,BH
S

 
 

 

где S  площадь сечения магнитопровода; 
а  абсолютная магнитная проницаемость материала. 
Магнитное напряжение на участке 

м м
a

Ф Ф ,lU Hl R
S

  


                                (6.5) 

где l  длина участка магнитопровода; 
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м
a

lR
S




  магнитное сопротивление. 

С учетом уравнения (6.5) в общем случае можно записать вы-
ражение второго закона Кирхгофа: 

Uм = ФRм = IN, 
а также выразить закон Ома для участка магнитной цепи: 

 м aм

м

Ф .U SU
R l


                               (6.6) 

Вследствие того, что магнитное сопротивление Rм зависит от 
абсолютной магнитной проницаемости среды а, которая в свою 
очередь зависит от напряженности магнитного поля, непосредст-
венно пользоваться выражением закона Ома для расчетов сложно. 
Однако уравнение (6.6) наглядно показывает, какие параметры 
влияют на магнитный поток и качественно характеризуют работу 
магнитной цепи. Очевидно, что расчет можно вести по закону Ома 
при а = const. 

 

6.4. Вебер-амперная характеристика и ее построение 
Под вебер-амперной характеристикой (ВбАХ) понимают за-

висимость магнитного потока по какому-либо участку магнит-
ной цепи от падения магнитного напряжения на этом участке, 
т. е. от Ф(Uм). 

Вебер-амперные характеристики также необходимы при расче-
тах и исследовании магнитных цепей, как и вольт-амперные харак-
теристики (ВАХ) при расчетах и исследовании нелинейных элек-
трических цепей. Однако ВбАХ в готовом виде не задаются, по-
этому нужно уметь их построить на основе кривых намагничива-
ния ферромагнитных материалов, входящих в магнитную цепь. 

Пусть по участку магнитной цепи из ферромагнитного мате-
риала с воздушным зазором (рис. 6.3, а) проходит магнитный по-
ток Ф. 
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а 

 
б 

Рис. 6.3. Схема участка магнитной цепи (а) 
и кривая намагничивания ферромагнитного материала (б) 

 
Площадь сечения магнитопровода S, длина участков магнито-

провода l1 и l2, воздушного зазора lв обычно задаются. Еcли указан 
материал магнитопровода, кривую намагничивания находят в 
справочниках. В нашем случае зависимость B(H) приведена на ри-
сунке 6.3, б. Требуется построить BбАХ данного участка магнит-
ной цепи. Допускаем, что магнитный поток вдоль всего участка 
одинаков (отсутствует рассеяние) и сечение магнитного потока в 
воздушном зазоре такое же, как и на участках l1 и l2 (отсутствует 
боковой распор силовых линий в зазоре). Чем больше воздушный 
зазор, тем менее справедливы оба допущения.  

Для построения ВбАХ выполняют необходимые расчеты с це-
лью получить значения магнитного потока Ф и соответствующие 
значения падения магнитного напряжения Uм. 

Благодаря принятым ранее допущениям на всей протяженности 
участка магнитная индукция будет одинаковой, т. е. В1 = В2 = Вв = 
= Ф/S = В.  

Поэтому можно задаваться рядом значений магнитной индук-
ции В и по кривой намагничивания определять соответствующий 

l1 l2 lв 

В 

H 
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ряд значений напряженности магнитного поля H. На участках фер-
ромагнитного материала Н1 = Н2 = Н, а в воздушном зазоре напря-
женность определяют по следующему выражению:  

6
в 7

0

0,8 10 ,
4 10

B BH B    
  

                    (6.7) 

где 0

 
 магнитная проницаемость вакуума. 

Для каждого значения магнитной индукции B вычисляют магнит-
ный поток Ф = ВS и падение магнитного напряжения Uм = H1l1 + 
+ H2l2 + Нвlв. По результатам расчетов строят зависимость Ф(Uм). 

 

6.5. Расчет неразветвленных магнитных цепей 
Электрические и магнитные цепи подчиняются законам Кирх-

гофа. Аналогом тока в электрической цепи является магнитный 
поток в магнитной цепи, аналогом ЭДС  МДС, аналогом вольт-
амперной характеристики  вебер-амперная характеристика. 

Различают два типа задач по расчету неразветвленных магнит-
ных цепей: определение МДС по заданному магнитному потоку и 
определение магнитного потока по заданной МДС. 

Рассмотрим первый тип задачи на примере магнитной цепи 
(рис. 6.4). 

 
Рис. 6.4. Расчетная схема неразветвленной магнитной цепи: 

l1 l5  длины средней линии участков магнитопровода; 
lв   длина воздушного зазора 



6. Магниные цепи постоянного тока 

 132 

Обычно заданы конфигурация и геометрические размеры маг-
нитопровода (длина участков и площадь сечений), кривые намаг-
ничивания ферромагнитных материалов и магнитный поток или 
магнитная индукция в каком-либо сечении. Требуется определить 
МДС либо входящие в МДС ток или число витков. 

Исходя из постоянства магнитного потока вдоль всей цепи по 
заданному магнитному потоку и сечениям находят значения маг-
нитной индукции на каждом участке: 

Вк = Ф/Sк, 
т. е. В1 = Ф/S1; B2 = Ф/S2; B3 = Ф/S3 = Bв = В4; B5 = Ф/S5. 

По кривым намагничивания определяют напряженность маг-
нитного поля Hк для участков из ферромагнитного материала. На-
пряженность поля в воздушном зазоре Hв рассчитывают по форму-
ле (6.7). 

Искомую МДС определяют по второму закону Кирхгофа для 
контура вдоль средней линии магнитопровода: 

к к ,IN H l  
или 

1 1 2 2 в в 4 4 5 5 .IN H l H l H l H l H l      
Второй тип задачи  определение магнитного потока по задан-

ной МДС  принципиально сводится к многократному повторению 
расчетов по алгоритму первого типа задачи, построению зависимо-
сти Ф(IN) и нахождению рабочей точки. Для этого задают значения 
магнитного потока Ф и наxодят соответствующие значения IN, как 
в предыдущей задаче, и строят зависимость Ф(IN). По заданной 
МДС определяют магнитный поток. 

Решение задач первого и второго типа значительно упрощается 
при рассмотрении неразветвленной однородной магнитной цепи. 
Однородная магнитная цепь содержит замкнутый ферромагнитный 
сердечник, имеющий по всей длине одинаковые поперечное сече-
ние и материал. 

При заданном значении магнитного потока Ф и известной пло-
щади S поперечного сечения находят магнитную индукцию:  
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Ф .B
S

  
По кривой намагничивания ферромагнитного материала В(Н) 

определяют напряженность Н. 
По второму закону Кирхгофа для магнитной цепи находят 

МДС: 
IN = Hl, 

где l  длина магнитопровода, подсчитанная по средней линии. 
При решении задач второго типа, когда задана МДС, согласно 

второму закону Кирхгофа находят напряженность  

.INН
l

  
По кривой намагничивания ферромагнитного материала В(Н) 

определяют магнитную индукцию В. 
Магнитный поток находят из выражения 

Ф = ВS. 
Пример 6.2. В сердечнике (рис. 6.1, а) в воздушном зазоре должна 

быть магнитная индукция В = 1 Тл. Площадь сечения сердечника S = 
= 25 см2, длина средней линии сердечника lср = 0,5 м, длина воздушного 
зазора lв = 0,5 мм. Материал сердечника  литая сталь (кривые намагни-
чивания приведены на рисунке 5.12). Определить ток в обмотке, имею-
щей 500 витков. Потоком рассеяния Фр пренебречь. 

Решение. Согласно второму закону Кирхгофа для магнитной цепи, 
МДС катушки 

ст ср в в ,IN H l H l   
где Нст  напряженность магнитного поля в стальном сердечнике; 

Нв  напряженность магнитного поля в воздушном зазоре. 
В неразветвленной магнитной цепи во всех участках проходит один и 

тот же магнитный поток Ф, площадь сечения воздушного зазора Sв и пло-
щадь сечения стального сердечника принимаем равными: Sв = Sст = S. 

Следовательно, магнитная индукция во всех сечениях магнитопрово-
да одинаковая: Вв = Вст = В = 1 Тл. 

Напряженность в стальном сердечнике находим по кривой намагни-
чивания литой стали (см. рис. 5.12): 
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ст 750 А/м.Н   
Напряженность в воздушном зазоре находим по уравнению (6.7): 

6 6 6
в

0

0,8 10 0,8 10 1 0,8 10  А/м.
μ
ВН В          

Подставляем найденные значения напряженностей в уравнение вто-
рого закона Кирхгофа и находим МДС катушки: 

6 3750 0,5 0,8 10 5 10 375 4000 4375 А.IN           
Ток в катушке 

4375 8,75 А.
500

INI
N

    
 

6.6. Расчет разветвленных магнитных цепей 
Наиболее распространены разветвленные магнитные цепи, со-

держащие два узла. Рассмотрим для примера расчет разветвленной 
магнитной цепи (рис. 6.5) методом двух узлов.  

 
Рис. 6.5. Схема разветвленной магнитной цепи с двумя узлами 

 
Заданы конфигурация магнитной цепи, геометрические разме-

ры (длина каждой ветви сердечника l1, l2, l3, их сечения S1, S2, S3, 
длина воздушного зазора lв), значения МДС I1N1 и I3N3, кривая на-
магничивания B(H). Требуется определить магнитные потоки Ф1, 
Ф2, Ф3. 
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В схеме (см. рис. 6.5) определяют направления МДС I1N1 и I3N3, 
пользуясь правилом правоходового винта. Произвольно выбирают 
и указывают направления магнитных потоков Ф1, Ф2, Ф3 и магнит-
ного напряжения между двумя узлами Uмkd (рекомендуется их на-
править к одному узлу). 

Сущность метода заключается в нахождении такого магнитно-
го напряжения Uмkd, при котором выполняется первый закон Кирх-
гофа: 

Ф1 + Ф2 + Ф3 = 0. 

Для этого выражают напряжение Uмkd через параметры каждой 
из ветвей, используя второй закон Кирхгофа: 

Uмkd = H1l1 + Hвlв – I1N1;                              (6.8) 

Uмkd = H2l2;                                             (6.9) 

Uмkd = H3l3 + I3N3.                                                  (6.10) 

В соответствии с методикой, изложенной в п. 6.4, выполняют 
расчеты для построения вебер-амперных характеристик ветвей, 
т. е. зависимостей Ф1(Uмkd), Ф2(Uмkd), Ф3(Uмkd). Для этого задают 
значения магнитной индукции B (положительные и отрицатель-
ные) из кривой намагничивания и находят соответствующие 
значения напряженности Н для ферромагнитных участков цепи. 
Напряженность в воздушном зазоре Нв определяют по формуле 
(6.7). Для каждого значения В находят магнитный поток Ф по 
уравнению (6.1) и магнитное напряжение Uмkd по выражениям 
(6.8)(6.10). 

Расчеты удобно свести в таблицу. 
По результатам расчетов строят в одной системе координат за-

висимости Ф1(Uмkd), Ф2(Uмkd) и Ф3(Uмkd) (рис. 6.6). 
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Рис. 6.6. Примерный вид расчетных вебер-амперных характеристик ветвей: 
1  Ф1(Uмkd); 2  Ф2(Uмkd); 3  Ф3(Uмkd); 4  Ф(Uмkd) 

 
Поскольку вебер-амперные характеристики ветвей представ-

ляют собой функции одного и того же напряжения между двумя 
узлами для трех ветвей, то, задаваясь этим напряжением, можно 
суммировать магнитные потоки разных ветвей. Для облегчения 
поиска напряжения Uмkd, при котором Ф = 0, можно построить 
зависимость (Ф1 + Ф2 + Ф3)(Uмkd). Задаются несколькими значения-
ми Uмkd, при которых наиболее вероятно получить сумму, равную 
нулю, и строят зависимость Ф(Uмkd) (см. рис. 6.6). Искомое зна-
чение Uмkd будет находиться в точке пересечения этой зависимости 
с горизонтальной осью. 

Пользуясь найденным значением Uмkd, определяют магнитные 
потоки в каждой ветви, затем осуществляют проверку решения по 
первому закону Кирхгофа. 

Ф, Вб 

Ф1 

Ф2 

Ф3 

Uм, А 

Uмkd 

1 

2 

3 

4 
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 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Дайте определение магнитной цепи. 
2. Запишите, чему равна магнитодвижущая (намагничивающая) 

сила. 
3. Определите, чему равно падение магнитного напряжения на 

участке магнитной цепи. 
4. Сформулируйте и запишите первый и второй законы Кирх-

гофа для магнитной цепи. 
5. Запишите выражения закона Ома и магнитного сопротивле-

ния участка магнитной цепи. 
6. Изложите последовательность расчета МДС неразветвленной 

однородной магнитной цепи при заданном магнитном потоке. 
7. Изложите последовательность расчета магнитного потока не-

разветвленной однородной магнитной цепи при заданном значении 
МДС.  

8. Катушка с сердечником имеет N = 200 витков. Сердечник 
кольцевой формы из литой стали. Площадь сечения сердечника 
S = 12,5 см2, радиус средней линии сердечника R = 10 см. Кривая 
намагничивания литой стали приведена на рисунке 5.12. Опреде-
лите, какой величины должен быть ток в обмотке, чтобы получить 
магнитный поток в сердечнике Ф = 1,5  103 Вб. Ответ: I ≈ 4,4 А. 

9. Определите магнитный поток в кольцевом сердечнике из 
электротехнической стали 1512, если длина средней линии сердеч-
ника l = 80 см, сечение сердечника S = 20 см2, в катушке с числом 
витков N = 200 ток I = 2 А. Кривая намагничивания электротехни-
ческой стали приведена на рисунке 5.12. Ответ: Ф  2,16  103 Вб.  
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7. ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ 

7.1. Явление и закон электромагнитной индукции 
Электромагнитная индукция представляет собой одно из важ-

нейших явлений, наблюдаемых в магнитном поле. Она была обна-
ружена в 1831 г. английским физиком Майклом Фарадеем. Суть 
явления в том, что при изменении магнитного потока, пронизы-
вающего какой-либо контур (обмотку), независимо от того, чем 
вызвано изменение потока, в контуре (обмотке) наводится сила е. 

Закон электромагнитной индукции устанавливает количест-
венное выражение для наведенной (индуктированной) ЭДС. 

Электродвижущая сила, наведенная (индуктированная) в кон-
туре, равна скорости изменения потокосцепления контура ,  взя-
той с отрицательным знаком: 

 .dе
dt


                                               (7.1) 

Потокосцепление контура   равно алгебраической сумме по-
токов, пронизывающих отдельные витки обмотки: 

Ψ = Ф1 + Ф2 + Ф3 + … + Фn. 

Если все витки обмотки N пронизываются одним и тем же по-
током Ф, то  

ФN   
и ЭДС, наведенная в катушке, 

.de N
dt


                                     (7.2) 

7.2. Правило Ленца 
В 1833 г. профессор Петербургского университета Э.Х. Ленц 

установил общее правило для определения направления индукти-
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рованного тока и электромагнитных сил, возникающих в результа-
те взаимодействия магнитного поля с индуктированным током. 

Правило Ленца формулируется следующим образом: при лю-
бом изменении магнитного потока, сцепляющегося с каким-либо 
проводящим контуром, в контуре возникают явления электриче-
ского и механического характера, препятствующие изменению 
магнитного потока. 

Этому правилу соответствует знак «» в формулах (7.1) и (7.2), 
выражающих закон электромагнитной индукции, если принять по-
ложительными направления магнитного потока и индуктирован-
ной в контуре ЭДС, удовлетворяющие правилу правоходового вин-
та (рис. 7.1). 

 

 
Рис. 7.1. Иллюстрация правила Ленца 

 
Предположим, положительный магнитный поток Ф, сцепленный с 

контуром, увеличивается. Приращение магнитного потока dФ и ско-

рость его изменения Фd
dt

 положительны 1ФФ 0,  0 .dd
dt

   
 

 

Согласно закону электромагнитной индукции (см. формулу (7.2)), 
наведенная в контуре ЭДС отрицательна (е < 0), т. е. направлена 
против выбранного положительного направления (см. рис. 7.1). 

Наведенная в контуре ЭДС стремится вызвать электрический 
ток і, направление которого совпадает с направлением ЭДС. Элек-
трический ток і создает вторичный магнитный поток, который, со-
гласно правилу буравчика, действует против основного потока Ф, 
т. е. препятствует его увеличению. 
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Одновременно в контуре возникают электромагнитные силы F, 
стягивающие контур (направление силы определяется правилом 
левой руки). Тенденция к уменьшению поверхности, ограниченной 
контуром, направлена на уменьшение основного потока Ф. 

При уменьшении основного магнитного потока ФФ 0,  0dd
dt

   
 

 

наведенная ЭДС положительна, т. е. совпадет с выбранным поло-
жительным направлением. Наведенный в контуре ток і создаст 
вторичный магнитный поток, совпадающий по направлению с ос-
новным потоком, т. е. будет препятствовать уменьшению основно-
го магнитного потока. Возникающие ЭДС будут стремиться рас-
ширить контур с током, т. е. увеличить магнитный поток, сцеплен-
ный с ним. 

 

7.3. ЭДС в проводнике, движущемся в магнитном поле. 
Правило правой руки 

В проводнике, движущемся в магнитном поле так, что он пере-
секает линии магнитной индукции, наводится ЭДС. Это явление  
разновидность электромагнитной индукции. 

Рассмотрим отрезок АБ прямолинейного проводника, который 
движется, пересекая под прямым углом линии магнитной индук-
ции равномерного поля с магнитной индукцией В (рис. 7.2, а). 

l

 
                                   а                                                                б   

Рис. 7.2. Наведение ЭДС в проводнике, движущемся в магнитном поле: 
а  проводник пересекает линии магнитной индукции под углом α = 90; 
б  проводник пересекает линии магнитной индукции под углом α < 90 
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На рисунке 7.2, а проводник АБ перемещается в направлении 
механической силы Fмх по металлическим шинам, соединенным 
между собой через сопротивление R. 

Проводник АБ, отрезки шин и сопротивление R образуют 
замкнутый проводящий контур. При перемещении проводника на 
расстояние b с постоянной скоростью ʋ магнитный поток, сцеп-
ленный с этим контуром, увеличивается за счет увеличения пло-
щади поверхности, ограниченной контуром. 

Приращение магнитного потока 
Ф ,B S Bbl     

где l  длина части проводника АБ, находящейся в магнитном поле. 
Абсолютная величина ЭДС в контуре 

Ф ,BblЕ
t t


 
 

 

где t  время, в течение которого проводник АБ переместился на 
расстояние b;  

b
t
 


  скорость движения проводника, поэтому 

.E Bl   
Если проводник будет перемещаться под углом  < 90 к на-

правлению магнитной индукции поля (см. рис. 7.2, б), то прираще-
ние магнитного потока за время t  при той же скорости ʋ будет  

Ф sin ,Blb    
ЭДС в контуре 

sin .E Bl    
При   = 90 определяется наибольшее значение ЭДС при дан-

ных величинах В,  , l. При   = 0 (проводник движется вдоль ли-
ний магнитной индукции) ЭДС равна нулю. 

Проводник АБ входит в замкнутый проводящий контур. Под 
действием наведенной ЭДС в контуре установится перемещение 
электрических зарядов, т. е. появится электрический ток. 
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Для определения направления наведенной ЭДС применяют 
правило правой руки: если расположить правую руку так, чтобы 
линии магнитной индукции входили в ладонь, а отогнутый боль-
шой палец показывал направление движения проводника, то вытя-
нутые четыре пальца покажут направление наведенной в провод-
нике ЭДС. Электрический ток в контуре совпадает по направлению 
с ЭДС. 

В соответствии с этим правилом на рисунке 7.2, а показано на-
правление наведенной ЭДС Е и тока I. 

Все изложенное о возникновении индуктированной ЭДС в про-
воднике справедливо и тогда, когда проводник остается неподвиж-
ным, а движется система магнитных полюсов так, что линии маг-
нитной индукции пересекают проводник. В этом случае, определяя 
направление ЭДС по правилу правой руки, нужно считать провод-
ник движущимся в направлении, противоположном направлению 
движения магнитных полюсов. 

  
7.4. Взаимное преобразование механической 

и электрической энергий 
Электромеханическое действие магнитного поля и электромаг-

нитная индукция используются для преобразования механической 
энергии в электрическую и обратно. Устройства, при помощи ко-
торых эти преобразования осуществляются, называются электри-
ческими машинами. Машина для преобразования механической 
энергии в электрическую называется генератором, а для обратного 
преобразования  двигателем. 

Рассмотрим принцип преобразования механической энергии в 
электрическую. 

Проводник АБ (см. рис. 7.2, а) движется с постоянной скоро-
стью за счет механической энергии какого-либо двигателя  ис-
точника механической энергии. 

Механическая мощность движения проводника  

мх мх ,P F                                              (7.3) 
где мхF   сила, действующая на проводник со стороны двигателя. 
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Благодаря электромагнитной индукции в проводнике возника-
ют ЭДС и ток 

вт

,
( )

EI
R R




 

где Rвт  сопротивление проводника АБ (внутреннее сопротивле-
ние источника электрической энергии); 

R  сопротивление внешней части цепи, включая сопротивле-
ние приемника и части шин, входящей в контур. 

В данном случае проводник АБ является источником ЭДС, 
электрическая мощность которого  

P = EI. 
С появлением тока в проводнике АБ возникает ЭДС F, дейст-

вующая в направлении, перпендикулярном направлению тока. 
Применяя правило левой руки, можно убедиться в том, что ЭДС F 
направлена против силы мх .F  Следовательно, внешняя сила мхF  в 
данном случае движущая, а F – тормозная. 

При постоянной скорости ʋ (установившееся движение) движу-
щая и тормозная силы равны: 

мх .F F BIl   
Подставив выражение силы в формулу (7.3), получим 

мx .Р ВIl   
Поскольку 

Вl   = E, 
то 

 мх .Р ЕI P                                      (7.4) 
Следовательно, механическая мощность двигателя равна элек-

трической мощности источника. 
Выражение (7.4) показывает, что при движении проводника в 

магнитном поле в направлении механической силы происходит 
полное преобразование механической энергии в электрическую. 

Напряжение на концах проводника UАБ является одновременно 
напряжением на внешней части цепи, которое меньше ЭДС на ве-
личину внутреннего падения напряжения: 
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АБ вт .U E IR   
Рассмотрим принцип преобразования электрической энергии в 

механическую. 
На рисунке 7.3 представлена электрическая цепь с тем же про-

водником АБ, как и на рисунке 7.2, но вместо приемника электри-
ческой энергии R в цепь входит источник электрической энергии с 
ЭДС E0. 

 
Рис. 7.3. Перемещение проводника в магнитном поле 

под действием электромагнитной силы F 
 
Под действием ЭДС E0 в замкнутом проводящем контуре воз-

никнет электрический ток I, совпадающий по направлению с ЭДС 
E0. На проводник АБ, по которому протекает ток I, в магнитном 
поле будет действовать электромагнитная сила F = BIl, направле-
ние которой определяется по правилу левой руки. Проводник АБ 
начнет перемещаться по металлическим шинам в направлении си-
лы F. Сила F становится движущей. Противодействие ей оказывает 
механическая сила Fмx (например, сила трения).  

Потокосцепление замкнутого проводящего контура будет из-
меняться, и в соответствии с законом электромагнитной индукции 
в проводнике АБ возникнет индуктированная ЭДС Е = BI . Ее 
направление определяют по правилу правой руки и, как видно на 
рисунке 7.3, наведенная ЭДС Е противоположна направлению 
тока I. 

Встречное направление ЭДС и тока является признаком по-
требления электрической энергии в данном устройстве и преобра-
зования ее в другой вид энергии. 
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Согласно второму закону Кирхгофа для проводящего контура 
цепи, представленной на рисунке 7.3, имеем  

0 вт ,E E IR                                          (7.5) 
где Rвт  сопротивление проводника АБ; сопротивлениями метал-
лических шин и источника энергии с ЭДС E0  пренебрегаем. 

Мощность источника электрической энергии с ЭДС E0 

0 .Р Е I                                               (7.6) 
Подставив в выражение (7.6) значение E0 из уравнения (7.5), 

получим  
2

вт вт( ) .P E IR I EI I R     
Учитывая, что Е = BI ,  а F = BIl, запишем 

 P = Bl I + I2Rвт = Fʋ + I2Rвт.                         (7.7)  
Первое слагаемое в этой сумме определяет механическую мощ-

ность движущегося проводника, а второе  мощность тепловых по-
терь в проводнике АБ в соответствии с законом Джоуля  Ленца. 

Уравнение (7.7) подтверждает, что в механическую энергию 
преобразуется часть электрической энергии источника. 

 

7.5. ЭДС самоиндукции и взаимоиндукции 
При изменении собственного потокосцепления в контуре или 

катушке наводится ЭДС самоиндукции eL, а при изменении взаим-
ного потокосцепления  ЭДС взаимоиндукции. 

Изменение собственного потокосцепления обычно является 
следствием изменения собственного тока катушки: 

( ) ,L
L

d d Lie
dt dt


     

или 

L
die L
dt

  .                                           (7.8) 
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ЭДС самоиндукции пропорциональна скорости изменения тока 
di
dt

. Она противодействует изменению тока, т. е. при увеличении 

тока препятствует его росту, а при уменьшении задерживает его 
падение (правило Ленца).  

Если изменение тока в катушке является следствием изменения 
приложенного к ней напряжения, то ЭДС самоиндукции направле-
на против приложенного напряжения, когда ток растет, и совпада-
ет по направлению с напряжением, когда ток уменьшается. 

Чем быстрее изменяется ток, тем больше противодействие его 
росту или падению. Однако это противодействие зависит не только 
от скорости изменения тока, но и от конструкции катушки, что в 
формуле (7.8) выражается множителем L, т. е. индуктивностью ка-
тушки. 

Для системы магнитно-связанных катушек (см. рис. 5.6) ЭДС 
взаимоиндукции 

12
2м ;de

dt


   21
1м .de

dt


   

Изменение взаимного потокосцепления может быть следствием 
изменения тока в одной из катушек или изменения коэффициента 
связи. Предположим, ток i1 изменяется в первой катушке. ЭДС 
взаимоиндукции 2мe  во второй катушке пропорциональна скорости 
изменения этого тока: 

 12 1
2м .d die М

dt dt


                                  (7.9) 

Аналогично при изменении тока i2 ЭДС взаимоиндукции в пер-
вой катушке 

 21 2
1м .d die М

dt dt


                                 (7.10) 

В том и в другом случае коэффициентом пропорциональности 
является взаимоиндуктивность системы М. 

Правило Ленца в применении к такой системе указывает на то, 
что изменение тока в одной катушке встречает противодействие со 
стороны другой катушки. 
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Выражение (7.8) показывает, что ЭДС самоиндукции появля-
ется в контуре или катушке при изменении собственного тока 
контура. 

Выражения (7.9) и (7.10) показывают, что ЭДС взаимоидукции 
появляется в контуре при изменении тока в соседнем контуре. 

 

7.6. Принцип действия трансформатора 
Наглядный пример практического использования явления взаимо-

индукции – работа трансформатора напряжения. Трансформатор  
статический электромагнитный аппарат для изменения значения 
напряжения электрического тока. 

Принципиальная схема трансформатора напряжения (рис. 7.4) 
имеет магнитопровод из электротехнической стали и две обмотки 
на магнитопроводе: первичную с числом витков N1 и вторичную с 
числом витков N2. Обмотки выполнены из медного провода. 

 
 

Рис. 7.4. Принципиальная схема трансформатора напряжения 
 

Первичной обмоткой трансформатор включается в сеть пере-
менного напряжения u1, и в ней возникает переменный ток i1. К вто-
ричной обмотке подключается приемник электрической энергии. 

Рассмотрим трансформатор с разомкнутой цепью вторичной 
обмотки, т. е. в режиме холостого хода. 

При переменном токе в первичной обмотке создается перемен-
ный магнитный поток Ф, который замыкается по стальному сер-
дечнику и образует потокосцепление с обеими обмотками. Таким 
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образом, в трансформаторе обмотки электрически между собой не 
связаны, а связаны переменным магнитным потоком. 

В обеих обмотках наводится ЭДС: 

1 1
Ф ;de N

dt
   2 2

Ф .de N
dt

   

Отношение ЭДС 
1 1

2 2

.
е N n
е N

   

Отношение количества витков обмоток трансформатора назы-
вается коэффициентом трансформации. 

Отношение ЭДС при холостом ходе можно заменить отноше-
нием напряжений на зажимах обмоток, учитывая, что u2 = e2 и 
u1  e1 (u1 > e1 на величину падения напряжения в обмотке, которое 
при холостом ходе мало). Следовательно, 

2
2 1

1

.
Nu u
N

  

Таким образом, при N2 > N1 (u2 > u1) трансформатор повышает, 
а при N2 < N1 (u2 < u1) понижает напряжение. 

Если к вторичной обмотке подключить приемник энергии, то в 
ее цепи возникает ток i2, и в приемник будет поступать электриче-
ская энергия из сети через трансформатор. При этом передача 
энергии из первичной обмотки во вторичную осуществляется по-
средством магнитного поля. 

 

7.7. Вихревые токи 
При протекании переменного тока по обмотке катушки возни-

кает переменный магнитный поток, под действием которого в ре-
зультате электромагнитной индукции будет наводиться ЭДС во 
всех контурах, пронизываемых магнитным потоком, а следова-
тельно, и в стальном сердечнике. В результате возникают токи, 
которые замыкаются по сердечнику (рис. 7.5, а), их называют вих-
ревыми или токами Фуко. 
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                                          а                                                    б 

Рис. 7.5. Схематическое изображение прохождения вихревых токов: 
а  в сплошном сердечнике; б  в изолированных листах сердечника 

 
Согласно закону Джоуля – Ленца, вихревые токи вызывают на-

грев сердечника, т. е. имеет место потеря электрической энергии. 
Кроме того, токи Фуко создают свой магнитный поток, который 
согласно правилу Ленца будет направлен против основного маг-
нитного потока, вызвавшего вихревые токи, т. е. оказывает размаг-
ничивающее действие. 

Для уменьшения потерь энергии от вихревых токов и снижения 
размагничивающего действия магнитопроводы изготовляют из тон-
ких листов стали, изолированных друг от друга лаком (рис. 7.5, б). 
Уменьшение токов Фуко в этом случае происходит за счет повыше-
ния электрического сопротивления, поскольку токи замыкаются в 
тонких листах по узким вытянутым путям. 

Плоскость листов должна быть параллельна направлению маг-
нитного потока, чтобы не увеличивалось магнитное сопротивление. 

Для различных частот существуют свои оптимальные толщины 
листов. В частности, при промышленной частоте 50 Гц применяют 
листы толщиной 0,35–0,5 мм, при частотах порядка тысяч герц  
листы толщиной 0,02–0,05 мм, а при более высоких частотах тол-
щина листов доходит до 0,005 мм. 

С целью повысить электрическое сопротивление при производ-
стве электротехнической стали добавляют до 4,8 % кремния. 
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При высоких частотах (30–50 МГц) применяют сердечники, 
выполненные из магнитодиэлектриков или ферритов, которые об-
ладают большим удельным электрическим сопротивлением.  

На практике вихревые токи используются для нагревания ме-
таллов (плавление стали, нагрев под закалку и для других целей). 

 

7.8. Энергия магнитного поля. 
Плотность энергии магнитного поля 

Рассмотрим энергию уединенной индуктивной катушки. Пусть 
катушка с сопротивлением R и индуктивностью L подключена к 
источнику энергии с ЭДС e. Тогда по второму закона Кирхгофа 
имеем 

de Ri
dt


  , 

где    потокосцепление индуктивной катушки; 
d
dt
   падение напряжения, уравновешивающее ЭДС самоин-

дукции. 
Работу источника энергии за время dt определим, умножив 

уравнение второго закона Кирхгофа на idt: 
2 .eidt ri dt id    

Первое слагаемое правой части равенства есть энергия, теряемая в 
виде теплоты в активном сопротивлении R, второе слагаемое есть 
энергия, создающая магнитное поле катушки, обозначим ее dWм: 

м .dW id   
Полная энергия, запасенная в магнитном поле катушки, при из-

менении потокосцепления от 0 до   

м
0

.W id


   

Для катушек с неферромагнитным сердечником Li  и 
,d Ldi  поэтому 



 

 151 

 
2

м
0

,
2

i LiW L idi   

или 

м .
2
iW 

  

Объемную плотность энергии магнитного поля определим на 
примере катушки с кольцевым сердечником (см. п. 5.9), у которой 
магнитное поле в сердечнике можно считать равномерным: 

;BSN   ,Hli
N

=  

где l  средняя длина сердечника. 
Тогда 

м ,
2 2 2

i BSN BHVW Hl
N


     

где V = Sl  объем сердечника. 
Энергия магнитного поля в единице объема 

м .
2

W BH
V

  

Здесь энергия выражена через характеристики магнитного по-
ля, что свидетельствует о ее принадлежности к магнитному полю. 

 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Расскажите, в чем суть электромагнитной индукции. 
2. Запишите, чему равна ЭДС, индуктированная в контуре (ка-

тушке). 
3. Сформулируйте правило Ленца. 
4. Запишите, чему равна ЭДС, индуктированная в проводнике, 

пересекающем магнитное поле. 
5. Сформулируйте правило правой руки. 
6.  Запишите, чему равна электромагнитная сила, действующая 

на проводник с током в магнитном поле. 
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7. Дайте определение ЭДС самоиндукции и запишите, чему она 
равна. 

8. Расскажите, как наводится ЭДС взаимоиндукции. Запишите, 
чему она равна. 

9. Объясните принцип действия трансформатора. 
10. Расскажите, как возникают вихревые токи, как добиваются 

снижения их вредного действия. 
11. Запишите, чему равна энергия магнитного поля и объемная 

плотность энергии магнитного поля. 
12. В равномерном магнитном поле, где В = 1,8 Тл, перпенди-

кулярно линиям магнитной индукции движется прямолинейный 
проводник длиной 0,5 м со скоростью 20 м/с. Концы проводника 
присоединены к резистору с сопротивлением R = 1,6 Ом так, что 
образуется замкнутый контур. Сопротивление движущегося про-
водника и соединительных проводов составляет R0 = 0,2 Ом. Опре-
делите ток в цепи и механическую мощность, необходимую для 
преодоления реакции магнитного поля. Ответ: 10А; 180 Вт. 

13. Индуктивность соленоида (цилиндрической катушки) при 
длине l  = 0,1 м и площади поперечного сечения S = 2 cм2 равна 
4 МГн. Определите силу тока в обмотке, при которой объемная 
плотность энергии магнитного поля внутри соленоида равна 
1 Дж/м3. Ответ: 0,1 А. 

14. Катушка с сопротивлением R = 10 Oм и индуктивностью 
L = 0,1 Гн включена на постоянное напряжение U = 100 В. Каким 
количеством энергии магнитного поля обладает катушка и какова 
мощность тепловых потерь? Ответ: 5 Дж; 1000 Вт.  

15. Катушка с индуктивностью L = 0,2 Гн подключается к ис-
точнику постоянного напряжения U = 20 В. Определите скорость 
нарастания тока в момент включения катушки. Ответ: 100 А/c. 

16. На кольцевой сердечник намотаны две обмотки. При изме-
нении тока в первой обмотке со скоростью 200 А/c во второй об-
мотке наводится ЭДС е2 = 30 В. Определите взаимную индуктив-
ность обмоток. Ответ: 0,15 Гн. 

17. Магнитный поток Ф, пронизывающий катушку с числом 
витков N = 15, за время t = 0,01 с изменялся с постоянной скоро-
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стью от 0 до 0,1 Вб. Определите модуль ЭДС в наведенной катуш-
ке. Ответ: 150 В. 

18. Определите скорость ʋ, с которой нужно перемещать про-
водник в равномерном магнитном поле, перпендикулярно линиям 
магнитной индукции, чтобы в нем наводилась ЭДС Е = 18 В, если 
магнитная индукция поля В = 1,5 Тл, длина проводника l = 60 см. 
Ответ: 20 м/с. 
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8. СИНУСОИДАЛЬНЫЕ ЭДС И ТОК 

8.1. Общие положения о цепях синусоидального тока 
Основная роль в прикладной электротехнике принадлежит 

переменному току, главное преимущество которого заключается 
в возможности с малыми потерями передавать электроэнергию, 
трансформировать (преобразовывать) напряжение, получая вы-
сокое напряжение для передачи электрической энергии по длин-
ным линиям и сравнительно низкое  для ее распределения по-
требителям. Кроме того, однофазные и трехфазные генераторы и 
двигатели синусоидального тока имеют более простое устройст-
во и, следовательно, более просты в эксплуатации и надежны. 

На практике все источники энергии переменного тока (генера-
торы электростанций) создают ЭДС, изменяющуюся во времени 
по синусоидальному закону. Электрические цепи, в которых 
действуют синусоидальные источники ЭДС, называются элек-
трическими цепями синусоидального тока, напряжения. Такие 
понятия, как схема цепи, ветвь, узел, контур, способы соедине-
ния участков цепи, которые были даны ранее для цепей постоян-
ного тока, остаются равнозначными и для цепей синусоидально-
го тока. 

Электродвижущие силы, напряжения и токи, изменяющиеся во 
времени, называют переменными. Значение тока в любой данный 
момент времени называют мгновенным. Аналогичное определение 
имеют и мгновенные значения ЭДС, напряжения, магнитного по-
тока, магнитодвижущей силы и т. д. Мгновенные значения обозна-
чаются строчными буквами: i, u, e. В дальнейшем будем рассмат-
ривать все понятия на примере тока.  

Ток определен, если известна его зависимость от времени i(t) и 
указано положительное направление. Ток, мгновенные значения 
которого повторяются через равные промежутки времени в той же 
последовательности, называют периодическим. Наименьший про-
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межуток времени, через который эти повторения наблюдаются, 
называют периодом T. Для периодического тока 

( ) ( ).i F t F t T    
Величину, обратную периоду, называют частотой: 

1 .f
T

  

Частота равна 1 Гц, если период равен 1 с. 
Форма кривой периодически изменяющегося переменного тока 

может быть любой (синусоидальной, пилообразной, прямоуголь-
ной и т. д.). Наиболее рациональный эксплуатационный режим ра-
боты электрических установок переменного тока обеспечивается 
при питании их от источников синусоидального тока. Поэтому 
преобладающим видом периодического процесса в электрических 
цепях является синусоидальный режим, характеризующийся тем, 
что все напряжения и токи являются синусоидальными функциями 
одинаковой частоты. При синусоидальном токе напряжения на 
всех элементах линейной электрической цепи также оказываются 
синусоидальными функциями времени. 

Как известно из курса математического анализа, синусоида яв-
ляется простейшей периодической функцией, а другие несинусои-
дальные периодические функции могут быть представлены беско-
нечным рядом синусоид кратных частот. Это обусловливает перво-
очередную необходимость изучения цепей синусоидального тока. 

 

8.2. Величины, характеризующие синусоидальный ток. 
Генерирование синусоидальной ЭДС 

Периодические ЭДС, напряжения и токи, являющиеся сину-
соидальными функциями времени, аналитически представляют в 
виде следующих уравнений: 

  sin ;m ee E t      sin ;m uu U t      sin m ii I t .    (8.1) 
Величины e, u, i называют мгновенными, а Em, Um, Im – ам-

плитудными (максимальными) значениями ЭДС, напряжения и 
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тока. Аргумент синуса  t   называют фазой. Величину 
2 2 ,f
T


    определяющую скорость изменения аргумента угла, 

называют угловой частотой, а ,e  ,u  i  – начальной фазой соот-
ветственно ЭДС, напряжения и тока. 

На рисунке 8.1 показаны графики изменения во времени сину-
соидальных напряжения и тока с одним и тем же периодом. Их еще 
называют временными диаграммами. По оси абсцисс можно откла-
дывать или время t, или пропорциональную ему угловую величину 
t. Соответственно периодом будет являться T или 2. 

 

Рис. 8.1. Графики синусоидальных функций u(t) и i(t) 
 
Следует обратить внимание, что начальная фаза u  или ,i  

определяемая смещением синусоиды относительно начала коорди-
нат, измеряется абсциссой точки перехода отрицательной полу-
волны синусоиды в положительную и является величиной алгеб-
раической. Угол   положителен и отсчитывается вправо к точке 
t = 0, когда синусоидальная функция смещена влево относительно 
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начала координат. Таким образом, для представленных на ри-
сунке 8.1 функций 0,u   а 0i .   

Если начала синусоид напряжения и токов, изменяющихся с 
одинаковой частотой, в какой-то цепи не совпадают, то говорят, 
что они сдвинуты по фазе относительно друг друга. 

Угол сдвига фаз измеряется разностью начальных фаз напря-
жения и тока, т. е. 

u i .     
Таким образом, основными величинами, характеризующими 

синусоидально изменяющуюся величину (ЭДС, напряжение и ток), 
являются амплитуда Em, Um или Im, угловая частота  и начальная 
фаза .  

К синусоидальным функциям в общем случае причисляют и 
косинусоидальные функции. Поскольку косинусоида может рас-

сматриваться как синусоида с начальной фазой ,
2


   ее можно 

представить в синусоидальной форме:  

 cos sin
2m u m uu U t U t          

 
. 

В зависимости от требуемой частоты источниками синусои-
дальной ЭДС являются генераторы разных типов: вращающиеся 
электрические машины (для промышленных частот); ионные и 
полупроводниковые преобразователи постоянного тока в пере-
менный (инверторы) или ламповые генераторы (для промышлен-
ных и повышенных частот); квантовые генераторы (для высоких 
частот). 

Наиболее распространенным промышленным способом полу-
чения синусоидальной ЭДС является применение электромагнит-
ных машин – синхронных генераторов, приводимых во вращение 
гидравлическими, тепловыми и другими двигателями. 

Синхронный генератор (рис. 8.2) состоит из неподвижной час- 
ти – статора 1 и вращающейся части – ротора 2. 
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Рис. 8.2. Упрощенный схематичный разрез синхронного генератора 
 
Магнитная цепь машины изготовляется из электротехнической 

стали: статор и полюсные наконечники 3 ротора – из листовой ста-
ли; остальная часть ротора – из сплошного стального массива. В 
пазах статора размещена рабочая обмотка 4, а на роторе – обмот-
ка возбуждения 5, которая через кольца и щетки питается от ис-
точника постоянного тока. 

Таким образом, ротор представляет собой электромагнит с явно 
выраженными полюсами. При вращении ротора в генераторе полу-
чается вращающееся магнитное поле, под действием которого в 
каждом проводнике рабочей обмотки (согласно закону Фарадея) 
наводится ЭДС 

,e Blv  
где В – магнитная индукция поля под проводником обмотки; 

l – длина активной части витка (проводника); 
v  – линейная скорость перемещения магнитного поля. 
При постоянных значениях l и v  закон изменения ЭДС e(t) оп-

ределяется законом распределения В в воздушном зазоре машины. 
Благодаря специальной форме полюсных наконечников распреде-
ление магнитной индукции создается синусоидальным вдоль всей 
окружности зазора между ротором и статором: магнитная индук-
ция максимальна, когда полюса ротора находятся напротив виткоа 
обмотки, и постепенно убывает к краям полюсных наконечников 
при повороте ротора. 

В момент времени, когда ротор находится в положении, пер-
пендикулярном указанному на рисунке 8.2, магнитная индукция 

3 
2 4 

5 

1 

U 
+ 

– 

u 
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под проводником обмотки равна нулю, и поэтому ЭДС также 
равна нулю. 

После поворота ротора по часовой стрелке в положение, когда 
полюсные наконечники появляются в зоне проводников обмотки, 
возникает небольшая ЭДС, постепенно возрастающая до максиму-
ма, когда положение ротора соответствует указанному на рисун-
ке 8.2. Затем ЭДС уменьшается до нуля. В это время ток протекает 
от одного (допустим, верхнего) вывода обмотки к другому. 

При последующем вращении ротора поменяются полюса маг-
нитного поля и возникает ЭДС другой полярности (от нижнего к 
верхнему выводу). Таким образом, на выводах генератора возника-
ет практически синусоидальная ЭДС. 

Частота генерируемой ЭДС  

,
60
npf   

где n – частота вращающегося ротора, об/мин; 
p – число пар полюсов. 
Генератор может иметь одну или несколько пар полюсов. Более 

детально устройство и принцип действия различных генераторов 
изучают специальные учебные дисциплины: «Электрические ма-
шины», «Основы электроники» и др. 

 

8.3. Среднее и действующее значения 
синусоидального тока, напряжения, ЭДС 

Среднее значение периодической функции F(t) за период T оп-
ределяют по формуле 

 ср
0

1 T

F F t dt.
T

   

Значит, среднее значение за период равно высоте прямоуголь-
ника с основанием T, площадь которого равна площади, ограни-
ченной функцией F(t) и осью абсцисс за один период. 

Среднее значение синусоидальной функции за период равно 
нулю, так как площади положительной и отрицательной полуволн 
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равны. В данном случае пользуются понятием среднего значения 
функции, взятой по абсолютному значению, т. е. среднего полупе-
риодного значения, соответствующего положительной полуволне 
синусоиды (рис. 8.3). 

 

Рис. 8.3. График среднего полупериодного значения 
синусоидальной функции 

 
Таким образом, под средним значением синусоидально изме-

няющейся величины понимают среднее значение ее за полупериод: 
2

ср
0

1 ( )
2

T

F F t dt.
T

   

Выполнив интегрирование функции sin ,me E t   получим со-
отношение между средним и амплитудным значениями: 

2
2

ср 0
0

21 2sin cos 
2

T
Tm

m m
EE E t t E .

T t
    

   

Аналогично средние значения напряжения и тока 

ср
2 ;mU U


 2
m mI I .


 

Для измерения среднего значения за период применяют прибо-
ры магнитоэлектрической системы. При измерении среднего полу-
периодного значения синусоидальный ток предварительно выпрям-
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ляют. Средние значения напряжения, тока и других синусоидаль-
ных величин применяют в основном для оценки параметров каче-
ства электрической энергии. Для энергетической оценки электро-
установок наиболее удобны действующие значения тока, напряже-
ния, ЭДС и других синусоидальных величин электромагнитной 
энергии. 

Действующее значение периодической функции F(t) вычисля-
ют по формуле 

 2

0

1 ( ) .
T

F F t dt
T

                                  (8.2) 

Поэтому действующее значение является среднеквадратичным 
значением функции за период. В соответствии с формулой (8.2) 
действующий периодический ток 

 2

0

1 .
T

I i dt
T

                                        (8.3) 

Возведя выражение (8.3) в квадрат и умножив обе части полу-
ченного выражения на RT, получим 

2 2

0

.
T

I RT Ri dt 
                                     

 (8.4) 

Равенство (8.4) показывает физический смысл действующего 
значения периодического тока, т. е. действующий периодический 
ток равен такому постоянному току, который, проходя через неиз-
менное сопротивление R, за период времени T выделяет то же ко-
личество теплоты, что и синусоидальный ток i. 

Проинтегрировав формулу (8.3), получим соотношение между 
действующим и амплитудным значениями синусоидального тока: 

 
2 2

2
 

0 0

1 1 cos 2sin 
2 2 2

T T
m m m

m
I I It TI I t dt dt .

T T T
 

        

Аналогично для напряжения и ЭДС 

;
2
mU

U   .
2
mE

E   
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Понятие действующего значения синусоидально изменяющей-
ся величины широко используют в измерительных приборах и при 
определении номинальных параметров (тока, напряжения) электро-
технических устройств. 

При оценке периодических кривых в электроэнергетике вводят 
понятия коэффициента формы kф, коэффициента амплитуды kа и 
коэффициента искажения kи. 

Коэффициент формы определяют отношением действующего 
и среднего за полпериода значений: 

ф
ср

Fk .
F

  

Для синусоидальной функции 

ф
2 1 11

2 2 2
m

m

Ik , .
I


  

 
 

Коэффициент амплитуды kа равен отношению амплитудного 
значения к действующему:  

a
mFk .

F
  

Для синусоидальной функции a 2 1 41k , .   
Понятие коэффициента искажения будет рассмотрено в гла-

ве 16 «Электрические цепи с периодическими несинусоидальны-
ми напряжениями и токами». 

Пример 8.1. Ток в ветви электрической цепи изменяется по закону 
i = 28,2 sin (628t – 70) A. Определить действующее амплитудное значе-
ние тока, угловую частоту, частоту, период, начальную фазу. 

Решение. Амплитудное значение – это максимальное значение сину-
соидальной функции, когда фаза равна 90:  

28 2 А.mI ,  
Действующее значение тока связано с амплитудным соотношением  

,
2
mI

I   
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следовательно, 
28 2 20 А.

2m
,I    

Из тригонометрической функции тока следует, что угловая частота 
ω = 628 рад/с, начальная фаза 70i .     

Частоту f определяем из выражении 2 :f    

628 100 Гц.
2 2 3,14

f 
  

 
 

Период 1 1 0 01 с.
100

Т ,
f

    

 

8.4. Различные способы представления 
синусоидальных величин 

Известно несколько способов представления синусоидально из-
меняющихся величин: в виде тригонометрических функций (8.1), 
графиков изменений во времени (см. рис. 8.1), вращающихся век-
торов, в виде комплексных чисел. 

Тригонометрическая форма представления синусоидальных ве-
личин, равно как и в виде графических зависимостей, практически 
применима только для простейших электрических цепей, не содер-
жащих большого числа контуров, источников, взаимных индук-
тивностей и т. п. Это ограничение связано с трудоемкостью выпол-
нения математических действий с синусоидальными величинами 
токов, напряжений, ЭДС. 

Пример 8.2. Определить ток i3 = i1 + i2, если i1 = 20 sin (t + 30) А, 
i2 = 40 sin (t + 60) А. 

Решение. При сложении синусоидальных величин одной и той же 
частоты результирующая величина будет синусоидальной. 

Чтобы записать функцию результирующей величины, необходимо оп-
ределить ее максимальное значение и начальную фазу. Следует иметь в 
виду, что максимумы синусоидальных функций могут наступать неодно-
временно, поэтому нельзя суммировать амплитудные значения алгебраи-
чески. 
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Проведем сложение токов с помощью построения их графических 
зависимостей. Изображаем графики зависимостей i1 и i2 от времени 
(рис. 8.4), суммируя ординаты зависимостей i1 и i2 для одного и того же 
момента времени с учетом знака, получаем зависимость i3 = i1 + i2. 

 
Рис. 8.4. Графические зависимости токов i1, i2, i3 

 
По графику тока i3 определяем амплитуду тока 

3mI = 58 А и началь-
ную фазу 

3
48 ,i    после чего записываем тригонометрическую функ-

цию i3 = 58 sin (t + 48) А. 
Для получения более достоверных результатов необходимо 

проводить достаточно точное построение графических зависимо-
стей синусоидальных величин, что требует значительной затраты 
времени. 

Для упрощения расчетов цепей переменного тока вводится ус-
ловное изображение синусоидальных функций векторами. 

Пусть длина вектора mI  равна амплитуде тока  sin ( ).m ii I t    
Начало вектора mI  поместим в начало прямоугольной системы коорди-
нат, вектор расположим под углом i  (рис. 8.5) к горизонтальной оси. 
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ψi

it

ωt

ω

0
X

Y

Im

Im

 

Рис. 8.5. Изображение синусоидальной функции 
тока i вращающимся вектором 

 
Отметим, что положительные углы откладываются против ча-

совой стрелки, отрицательные – по часовой стрелке. 
Представим, что вектор mI  с момента времени t = 0 начинает 

вращаться вокруг начала системы координат против часовой 
стрелки с постоянной угловой скоростью, равной угловой частоте 
ω. Проекция конца вектора на ось ординат совершает синусои-
дальные колебания, и каждое мгновенное значение тока, соответ-
ствующее моменту времени t, можно рассматривать как проекцию 
на ось ординат вектора mI , повернувшегося на фазовый угол ωt 
относительно оси абсцисс (рис. 8.5). 

Следовательно, величину, изменяющуюся во времени по сину-
соидальному закону, можно изобразить вращающимся вектором. 

Совокупность векторов, изображающих синусоидальные ЭДС, 
напряжения, токи одной и той же частоты, называют векторной 
диаграммой. 

Поскольку все синусоидальные величины одной и той же час-
тоты, угловая скорость всех векторов одинакова и взаимное распо-
ложение векторов в любой момент времени остается неизменным, 
поэтому все векторы векторной диаграммы изображают, как пра-
вило, для момента времени t = 0, тогда начальное положение век-
торов на координатной площади определяется начальными фазами. 
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Применение векторных диаграмм позволяет просто и наглядно 
вести расчеты электрических цепей. Например, сложение или вы-
читание мгновенных значений синусоидальных величин можно за-
менить сложением или вычитанием векторов, их изображающих. 

Пример 8.3. Определить ток i3 = i1 + i2 по условию примера 8.2 с по-
мощью векторной диаграммы. 

Решение. Выбираем масштаб тока и откладываем векторы на коор-
динатной плоскости с учетом начальных фаз (рис. 8.6). 

Просуммировав векторы тока 
1mI  и 

2
,mI  получили суммарный вектор 

3
,mI  длина которого в масштабе равна 58 А, начальная фаза 

3
46 :i     

i3 = 58 sin (t + 46) A. 
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Рис. 8.6. Сложение векторов, 
изображающих синусоидальные токи i1, i2 

 
Применение векторных диаграмм упрощает расчет электрических 

цепей переменного тока, но требует выполнения определенной гра-
фической работы и не дает достаточной точности результата. 

Есть возможность объединить простоту векторных диаграмм с 
возможностью вести расчет электрических цепей синусоидального 
напряжения с любой точностью. Эта возможность реализуется с 
помощью представления синусоидальных величин комплексными 
числами. 
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Вектор тока, изображающий синусоидальный ток i   
 sin ( ),m ii t    можно расположить на комплексной плоскости 

(рис. 8.7), где горизонтальную ось называют осью вещественных чисел, 
а вертикальную – осью мнимых чисел;  j = 1  –  мнимая единица. 

 
Рис. 8.7. Вектор тока на комплексной плоскости 

 
Вектор mI  называют комплексной амплитудой тока. 
Каждому вектору на комплексной плоскости соответствует комп-

лексное число, которое может быть записано в различных формах: 
показательной, тригонометрической, алгебраической, полярной. 

В показательной форме комплексная амплитуда тока 
ij

m mI I e .  
В полярной форме комплексная амплитуда тока 

  ,m m iI I    
где Im – амплитуда тока или модуль комплексного числа; 

i  – начальная фаза тока или аргумент комплексного числа; 
е – основание натурального логарифма;  
j = 1  – мнимая единица. 
Величину ije   называют оператором поворота. Умножение 

комплексной амплитуды mI  на ije   или на j te   означает поворот 
вектора mI  на угол i  или t  в положительном направлении. 

Переход к тригонометрической форме записи комплексного 
числа осуществляют с помощью формулы Эйлера: 

 cos  sin ij
m m m i iI I e I j .      
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Вычислив значения cos i  и sin ,i  получим алгебраическую 
форму комплексного числа: 

 cos  sin ,m m i iI I j a jb       
где cos m ia I   – действительная часть комплексного числа или 
проекция вектора mI  на ось вещественных чисел; 

sin m ib I   – коэффициент при мнимой части комплексного 
числа или проекция вектора mI  на ось мнимых чисел. 

Переход от алгебраической формы записи комплексного числа 
к показательной осуществляют в такой последовательности: если 
дана комплексная амплитуда тока в виде ,mI a jb   определяют 

модуль числа 2 2
mI a b   и аргумент arctg i

b .
a

   Значит, в пока-

зательной форме получим ij
m mI I e .  

Замечание. Обычно при расчетах пользуются действующими 
значениями. Комплекс действующего значения электрической ве-
личины получают путем деления комплексной амплитуды на 2 .  
Комплексы действующих значений кратко называют комплексом 
величины, например комплекс тока. 

Буквенные обозначения синусоидально изменяющихся величин 
приведены в таблице 8.1. 

Таблица 8.1 
Буквенные обозначения 

синусоидально изменяющихся величин 
Обозначение Название 
i, u, e Мгновенные значения (соответственно тока, напряжения, ЭДС) 
Im, Um, Em

 Амплитудные значения 
I, U, E Действующие значения 

,mI ,mU mE  Комплексные амплитуды 

,I ,U E  Комплексные действующие значения 

Пример 8.4. Представить в показательной, тригонометрической, ал-
гебраической формах и изобразить вектором напряжение u   

 20 sin 30t    В на комплексной плоскости. 
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Решение.  
а) показательная: 3020  В;j j

m mU U e e    
б) тригонометрическая    cos  sin 20 cos 30  sin 30  В;m mU U j j         

в) алгебраическая:   3 1cos  sin 20 20 17 3 10 В.
2 2m mU U j j , j           

Изображение синусоидальной функции вектором на комплексной 
плоскости показано на рисунке 8.8. Если величина задана в алгебраиче-
ской форме (например, напряжение 17,3 10mU j   В), то, чтобы выра-
зить его в показательной, определим амплитуду 

2 2 2 217,3 10 20 ВmU a b      
и начальную фазу 

10arctg arctg 30 ,
17,3

b
a

      тогда 3020 j
mU e   В. 

 

Рис. 8.8. Вектор комплексной амплитуды напряжения 
 

Пример 8.5. Определить ток i3 = i1 + i2, если 1 20 sin ( 30 ) А,i t     

2 40 sin ( 60 ) Аi t     аналитически. 
Решение. Для аналитического сложения запишем комплексные ам-

плитуды токов: 

1

3020 20 cos  30 20 sin 30 17,3 10 А;j
mI e j j       

2

6040 40 cos  60 40 sin  60 20 34,6 А.j
mI e j j       

Значит, 
3 1 2

17,3 10 20 34,6 37,3 44,6 А.m m mI I I j j j           
Чтобы записать мгновенное значение тока i3, определим амплитуду: 

3

2 237 3 44 6 58 АmI , ,    
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и начальную фазу: 

3
44,6arctg 50
37,3

.     

Тогда 
 3 58 sin 50  А.i t     

Метод расчета электрических цепей синусоидального тока, ос-
нованный на изображении гармонических функций комплексными 
числами, называют методом комплексных величин или символиче-
ским методом. 

Записав основные законы электрических цепей (закон Ома, за-
коны Кирхгофа) в комплексной форме, можно применить те же 
методы расчета, что и для цепей постоянного напряжения. 

Символический метод сохраняет наглядность графического ре-
шения, так как по символической записи электрических величин – 
тока, напряжения, ЭДС – легко построить векторную диаграмму, а 
также дает возможность, используя аналитический метод, решать 
вопросы с высокой степенью точности. 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Поясните понятия синусоидальных ЭДС, напряжения, тока. 
2. Назовите основные величины, характеризующие синусои-

дально изменяющуюся величину. 
3. Изобразите синусоидальную функцию вектором и комплекс-

ным числом. 
4. Запишите комплексную амплитуду тока в показательной, три-

гонометрической и алгебраической формах, если мгновенное значение тока 
141 sin ( 30 ) А.i t     Ответ: 30141 ;j

mI e   141 (cos  30 sin  30 );mI    
 

122,3 70,5.mI j   
5. Объясните, что понимают под средним и действующим зна-

чениями синусоидально изменяющейся величины.  
6. Просуммируйте аналитически и с помощью векторов две си-

нусоидальные функции: 1 282 sin e t   В и 2 141 sin ( 60 ) В.e t     
Ответ: 3 372 2 sin ( 19 ).e , t     
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7. Раскройте понятие векторной диаграммы. На основании чего 
и как ее строят? 

8. Запишите тригонометрическую функцию тока i, если ком-
плекс действующего значения 6 8 А,I j   f = 50 Гц. Ответ: 
i = 14,1 sin (314t – 53). 

9. Два генератора синусоидальной ЭДС включены параллельно. 

Ток одного генератора 1 100 sin  А.
3

i t     
 

 Общий ток генератора 

1 2 100 sin  А.i i i t     Найдите выражение тока второго генератора 

i2. Ответ: 2 100 sin  А.
3

i t     
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9. ЭЛЕМЕНТЫ И ПАРАМЕТРЫ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 
ЦЕПЕЙ СИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА 

9.1. Особенности параметров электрических цепей 
синусоидального тока 

В состав электрических цепей переменного тока обычно входят 
резистивные элементы, катушки индуктивности, конденсаторы. 

В резистивных элементах электрическая энергия преобразуется 
в другие виды энергии. Эти элементы характеризуются значением 
сопротивления R. В электрических цепях постоянного тока его мо-
гут называть омическим.  

В теории цепей синусоидального тока сопротивление R назы-
вают активным сопротивлением. С одной стороны, это вызвано 
тем, что необходимо привести название данного сопротивления в 
соответствие с названиями других по характеру сопротивлений 
(индуктивное, емкостное, реактивное, полное), характеризующих 
цепь синусоидального тока, с другой – тем, что один и тот же про-
водник оказывает бόльшее сопротивление переменному току, чем 
постоянному. Причиной тому служит поверхностный эффект. Если 
по проводнику проходит переменный ток, то создается перемен-
ный магнитный поток в пространстве, окружающем проводник, и 
внутри самого проводника (рис. 9.1). 

 

Рис. 9.1. Поперечное сечение проводника с током 
с изображением магнитных силовых линий 
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Переменный магнитный поток индуцирует в проводнике ЭДС 

самоиндукции de
dt


  . 

В центральной части проводника будет наводиться бόльшая по 
величине ЭДС самоиндукции, чем в слоях, расположенных ближе 
к его поверхности. Наведенные ЭДС создают большое сопротив-
ление в центральной части проводника, вследствие чего ток вытес-
няется к поверхности проводника. Таким образом, по центральной 
части сечения ток практически не протекает. Площадь сечения, по 
которому протекает ток, как бы меньше, и сопротивление провод-
ника возрастает. Явление вытеснения тока к поверхности провод-
ника называют поверхностным эффектом. Это явление усилива-
ется при увеличении частоты тока, магнитной проницаемости, се-
чения проводника, тока. 

Если провода выполнены из стали, необходим учет поверхно-
стного эффекта даже при промышленной частоте f = 50 Гц и малых 
сечениях. Для медных проводов диаметром меньше 10 мм при 
f = 50 Гц поверхностный эффект можно не учитывать и считать 
активное сопротивление равным омическому. Явление поверхно-
стного эффекта имеет практическое применение, например его ис-
пользуют для поверхностной закалки стальных изделий. 

Любой резистивный элемент обладает некоторой индуктивно-
стью и емкостью. Однако влиянием индуктивности и емкости в 
ряде случаев можно пренебречь, например при низкой частоте. 

Реальный индуктивный элемент (индуктивная катушка) обла-
дает, кроме индуктивности, и сопротивлением, которым, как пра-
вило, пренебречь нельзя. Тогда на схеме замещения индуктивная 
катушка изображается в виде двух последовательно соединенных 
элементов R и L. 

В реальном емкостном элементе (конденсаторе) имеются неко-
торые потери энергии из-за несовершенства диэлектрика, приме-
няемого в конденсаторе. В таком случае реальный емкостный эле-
мент изображают на схеме замещения в виде параллельного соеди-
нения емкости С с проводимостью g. Потери энергии чаще всего 
относительно невелики, ими пренебрегают и изображают конден-
сатор в виде идеального емкостного элемента С. 
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Процессы в цепях переменного тока принципиально отличают-
ся от процессов в цепях постоянного тока. В цепях переменного 
тока при изменениях напряжений и токов изменяются магнитные и 
электрические поля, связанные с цепью. При изменениях магнит-
ных полей возникают ЭДС самоиндукции и взаимоиндукции, а при 
изменениях электрических полей в цепи протекают зарядные и раз-
рядные токи. 

Законы, сформулированные в применении к цепям постоянного 
тока, очевидно, справедливы и для цепей переменного тока, но 
только для реально существующих в каждый момент времени 
мгновенных значений величин. 

На основе выражений, полученных по этим законам для мгно-
венных значений, составляются уравнения и формулируются зако-
ны для векторов или изображений напряжений, ЭДС и токов в ком-
плексном (символическом) виде. 

В цепях переменного тока показываются, так же как и в цепях 
постоянного тока, условные положительные направления ЭДС, 
напряжений, токов. Хотя со временем эти направления могут ме-
няться, но при составлении уравнений важна только взаимная ори-
ентировка направлений токов, напряжений, ЭДС, поэтому в соот-
ветствии с принятыми положительными направлениями для мгно-
венных значений показываются и положительные направления для 
их амплитудных, действующих величин, а также их изображений. 

Зависимости между токами и напряжениями резистивных, ин-
дуктивных, емкостных элементов определяются происходящими в 
них физическими процессами. Математическое описание физиче-
ских явлений для каждого из этих элементов зависит от выбранно-
го способа представления синусоидальных величин. 

 

9.2. Законы Кирхгофа для цепей синусоидального тока 
Для цепей синусоидального тока справедливы законы Кирхго-

фа, сформулированные ранее для цепей постоянного тока. Так как 
синусоидальные величины ЭДС, напряжения, тока характеризуют-
ся мгновенными, максимальными, действующими значениями, то 
математическая формулировка законов Кирхгофа для цепей сину-
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соидального тока зависит от выбранного способа представления 
синусоидальных величин. 

Законы Кирхгофа можно сформулировать для мгновенных зна-
чений синусоидальных величин (дифференциальная форма). 

Первый закон Кирхгофа. Алгебраическая сумма токов в узле 
электрической цепи в любой момент времени равна нулю: 

0i .  

Второй закон Кирхгофа. Алгебраическая сумма падений на-
пряжений в контуре равна алгебраической сумме ЭДС того же 
контура в любой момент времени: 

u e.   

Законы Кирхгофа нельзя сформулировать в алгебраической 
форме для амплитудных и действующих значений, так как ампли-
туды, скажем, токов в узле, не совпадают по времени и их нельзя 
суммировать алгебраически. 

Представив синусоидальные величины векторами или комплекс-
ными числами, можно сформулировать законы Кирхгофа для ампли-
тудных и действующих значений только в векторной или комплексной 
форме. 

Первый закон Кирхгофа в комплексной форме. Алгебраическая 
сумма комплексных токов в узле равна нулю: 

0I .   

Второй закон Кирхгофа в комплексной форме. Алгебраическая 
сумма комплексных падений напряжений в контуре равна алгеб-
раической сумме комплексных ЭДС того же контура: 

U E.    

Порядок составления уравнений по законам Кирхгофа, правило 
знаков аналогичны тем, что применялись для цепей постоянного 
тока. 
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9.3. Цепь синусоидального тока  
с активным сопротивлением 

Рассмотрим цепь с идеальным резистивным элементом R 
(рис. 9.2). 

uR

Ri

~u

 
Рис. 9.2. Схема электрической цепи с активным элементом 

 
Если к резистивному элементу R подвести синусоидальное на-

пряжение  sin ( ),m uu U t     то через него пройдет ток i. 
Согласно закону Ома, ток в любой момент времени, протекаю-

щий по сопротивлению R, определяется выражением 
 sin ( )  sin ( ),m u

m u
U tui I t

R R
 

                       (9.1) 

где m
m

UI
R

  – амплитуда тока. 

Из выражения (9.1) следует, что при синусоидальном напряжении, 
приложенном к активному сопротивлению, протекающий ток также 
синусоидальный и имеет начальную фазу, равную начальной фазе на-
пряжения. Угол сдвига по фазе – угол между вектором тока и вектором 
напряжения, определяемый разностью начальных фаз напряжения и 
тока ,u i     на рассматриваемом участке равен нулю. 

В цепи синусоидального тока с резистором R не только мгно-
венные значения напряжения, тока, но и соответственно амплитуд-
ные и действующие значения связаны между собой законом Ома: 

u = iR; Um = ImR; U = IR.  

Пользуясь величиной проводимости 1g
R

 , получаем 

Im = gUm;  I = gU. 
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Ток и напряжение совпадают по фазе (рис. 9.3). 

 

Рис. 9.3. Мгновенные значения напряжения, 
тока и мощности в резисторе 

 
В комплексной форме соотношения между векторами записы-

вают в следующем виде: 
;m mU I R   .U IR   

Комплекс тока I  совпадает по фазе с комплексом напряжения 
U  (рис. 9.4). 

 

Рис. 9.4. Векторная диаграмма напряжения 
и тока для участка цепи с активным сопротивлением 

 
Мгновенная мощность, поступающая в сопротивление: 

 2 sin ( ) 1 cos (2 ) ,m m u up ui U I t UI t                (9.2) 
имеет постоянную составляющую UI и косинусоидальную функ-
цию cos (2 )UI t    с амплитудой UI и удвоенной угловой часто-



9. Элементы и параметры электрических цепей синусоидального тока 

 178 

той 2. Как следует из выражения (9.2), мгновенная мощность в 
течение полупериода изменяется от 0 до 2UI (см. рис. 9.3). 

Среднее значение мгновенной мощности за период называют 
активной мощностью: 

 
0 0

1 1 cos  (2 )  .
T Т

uP pdt UI t dt UI
T Т

        

Для участка цепи с активным сопротивлением активную мощ-
ность определяют по формуле 

2 .P UI I R   
Активная мощность измеряется в ваттах (1 Вт = 1 ВА). 
 

9.4. Цепь синусоидального тока 
с индуктивным элементом 

В природе нет цепей, которые обладали бы только индуктивно-
стью. Любая цепь обладает некоторым активным сопротивлением, 
пусть даже малым. Рассмотрение цепи, обладающей только индук-
тивностью, является научной абстракцией, позволяющей ясно пред-
ставить себе свойства такого элемента. 

Пусть через индуктивный элемент L проходит синусоидальный 
ток i (рис. 9.5): 

 sin ( ).m ii I t    

 

Рис. 9.5. Схема цепи переменного тока с индуктивностью 
 

Изменение тока в цепи с индуктивностью L вызывает ЭДС са-
моиндукции eL, которая по правилу Ленца противодействует изме-
нению тока: 
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L
die L .
dt

   

Чтобы в цепи протекал ток, требуется иметь на зажимах цепи 
напряжение, уравновешивающее ЭДС самоиндукции, равное ей по 
значению и противоположное по знаку: 

 cos ( )  sin 
2L L m i m i

diu e L LI t U t .
dt

            
 

 

Полученное выражение показывает, что напряжение на индук-
тивности изменяется по синусоидальному закону, имеет началь-

ную фазу 
2u i


     (рис. 9.6). 

 

Рис. 9.6. Мгновенные значения напряжения, тока 
и мощности в индуктивности 

 
Угол сдвига по фазе между напряжением и током в цепи с ин-

дуктивностью положительный: 

2u i .       

Амплитудные и соответственно действующие значения напря-
жения и тока связаны соотношением, подобным закону Ома: 
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;m m L mU LI X I    LU LI X I .    
Величину ,LX L   имеющую размерность сопротивления (Ом), 

называют индуктивным сопротивлением, а обратную ей величину 
1 ,Lb
L




 имеющую размерность проводимости (См), называют 

индуктивной проводимостью. 
Тогда 

;m L mI b U  .LI b U  
В комплексной форме соотношение между векторами 

;m m L mU j LI jX I      LU j LI jX I .      

Вектор напряжения U  опережает вектор тока I  на угол 
2
  

(рис. 9.7). 

 

Рис. 9.7. Векторная диаграмма напряжения 
и тока для участка цепи с индуктивностью 

 
Мгновенная мощность, поступающая в индуктивность: 

 sin  sin ( )  sin (2 ),
2L m i m i ip ui U t I t UI t           

 
 

колеблется по синусоидальному закону с угловой частотой 2, 
имея амплитуду UI (см. рис. 9.6). Поступая от источника питания, 
энергия временно (в течение четверти периода, когда мощность 
положительна) запасается в магнитном поле индуктивности, а за-
тем (в следующую четверть периода, когда мощность отрицатель-
на) возвращается в источник при исчезновении магнитного поля. 
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Таким образом происходит колебание (обмен) энергии между ис-
точником питания и индуктивностью, причем активная мощность 
P = 0. 

 

9.5. Цепь синусоидального тока с емкостным элементом 
Рассмотрение процессов в цепи, обладающей только емкостью, 

является также научной абстракцией, как и в случае цепи с индук-
тивностью. 

В цепи (рис. 9.8) с идеальным конденсатором (конденсатором 
без потерь), включенным на синусоидальное напряжение 

 sin ( ),m uu U t     электрический заряд на пластинах конденсатора 
изменяется пропорционально напряжению q = Cu = CUm sin (t + u ) 
и, следовательно, в цепи будет проходить переменный ток. Мгно-
венный ток в цепи равен скорости изменения заряда конденсатора: 

 

 

          sin ( )

cos ( )  sin 
2

m u

m u m u

dq di CU t
dt dt

CU t I t .

    

         
 

                
(9.3)

 

uС

i

~u

C

 
Рис. 9.8. Схема цепи переменного напряжения 

с емкостным элементом 
 
Согласно выражению (9.3), ток, проходящий через емкостный 

элемент С, изменяется по синусоидальному закону и имеет на-

чальную фазу 
2i u .     
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Следовательно, ток i опережает приложенное напряжение u на 

угол 
2
 . Нулевым значениям тока соответствуют максимальные (по-

ложительные или отрицательные) значения напряжения (рис. 9.9). 

 

Рис. 9.9. Мгновенные значения напряжения, 
тока и мощности в емкости 

 
Сдвиг по фазе между напряжением и током в цепи с емкостью 

отрицательный: 

2u i .       

Амплитудные и соответственно действующие значения напря-
жения и тока связаны соотношением, подобным закону Ома: 

1 ;m m C mU I X I
C

 


 1
CU I X I .

C
 


 

Величину 1 ,CX
C




 имеющую размерность сопротивления 

(Ом), называют емкостным сопротивлением. Обратную емкостно-
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му сопротивлению величину ,Cb C   имеющую размерность про-
водимости (См), называют емкостной проводимостью. 

Следовательно, 
;m C mI b U  .CI b U  

В комплексной форме соотношение между векторами 
1 ;m m C mU j I jX I
C

   


    1
CU j I jX I .

C
   


    

Вектор тока I  опережает вектор напряжения U  на угол 
2
  

(рис. 9.10). 

 

Рис. 9.10. Векторная диаграмма напряжения 
и тока для участка цепи с емкостью 

 
Мгновенная мощность, поступающая в емкость, равна скорости 

изменения электрического поля емкости: 

   sin  sin 
2C C m u m up u i U t I t          

 
 

  2 sin ( ) cos ( )  sin (2 )
2
m m

u u u
U I t t UI t .          

Мощность колеблется по синусоидальному закону с угловой 
частотой 2, имея амплитуду UI (см. рис. 9.9). Поступая от источ-
ника питания, энергия временно (в течение четверти периода, ко-
гда мощность положительна) запасается в электрическом поле ем-
кости, а затем (в следующую четверть периода, когда мощность 
отрицательна) возвращается в источник при исчезновении элек-
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трического поля. Таким образом происходит колебание (обмен) 
энергии между источником питания и емкостью, причем активная 
мощность P = 0. 

 
Пример 9.1. К цепи приложено напряжение 50 sin  В,u t   ток в це-

пи: 1) 10 sin  А;i t   2) 10 sin  А;
2

i t     
 

 3) 10 sin  А.
2

i t     
   

Какие сопротивления включены в цепь в каждом из трех случаев? 
Решение. Из условия задачи следует, что Um = 50 В, Im = 10 А. В пер-

вом случае включено только активное сопротивление, так как напряжение 
и ток совпадают по фазе: 0u   и 0;i   0u i .      

Согласно закону Ома, активное сопротивление  
50 5 Ом.
10

m

m

U
R

I
    

Во втором случае ток отстает по фазе на 
2
 , 0 ,

2 2u i
 

        и 

содержит только индуктивное сопротивление: 
50 5 Ом.
10

m
L

m

U
X

I
    

В третьем случае ток опережает по фазе напряжение на 
2
  – в цепь 

включена только емкость, сопротивление которой  
50 5 Ом.
10

m
C

m

U
X

I
    

Пример 9.2. По индуктивному элементу L = 10 мГн проходит ток 
10 sin (1000 30 ) А.i t    Записать выражение падения напряжения на ин-

дуктивности. 
Решение. Ответ можно получить несколькими способами. 
1. Можно использовать связь мгновенного тока, проходящего через 

индуктивность, и мгновенного напряжения на ней: 
 2 210 sin (1000 30 )

10 10 1000 10 cos (1000 30 )

                                             100 sin (1000 12 ) B.

d tdiu L t
dt dt

t
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2. Напряжение на индуктивном элементе изменяется по закону 
 sin ( ).m uu U t     

Определяем по закону Ома  
210 1000 10 100 В.m m L mU I X I L         

Определяем начальную фазу u  из выражения u i .      
Поскольку угол сдвига фаз на индуктивном элементе равен 90, то 

90 30 120 ;u i         
100 sin (1000 120 ) В.u t    

 

9.6. Цепь синусоидального тока 
c реальной катушкой индуктивности 

Схема замещения реальной катушки на низких частотах пред-
ставляет собой последовательное соединение активного и индук-
тивного элементов (рис. 9.11). 

 

Рис. 9.11. Схема замещения реальной катушки 
 

Пусть по цепи под действием синусоидального напряжения u 
протекает ток  sin mi I t.   На элементах возникнут напряжения 

au iR  – активная составляющая напряжения; L
diu L
dt

  – индук-

тивная составляющая напряжения. Следует отметить, что в реаль-
ных катушках нет таких точек, между которыми действовало бы 
напряжение uа или uL. Физической величиной является напряжение 
на выводах обмотки катушки. Деление физической величины на 
составляющие представляет собой удобный вычислительный при-
ем. Напряжение на катушке можно записать согласно второму за-
кону Кирхгофа: 
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 a   sin sin .
2L m mu u u RI t L I t          

 
              (9.4) 

Обе составляющие напряжения изменяются по синусоидально-
му закону. Известно, что сумма синусоидальных функций одной и 
той же частоты есть синусоидальная функция той же частоты, т. е. 

 sin ( ).m uu U t    
Изобразив все составляющие выражения (9.4) векторами, постро-

им векторную диаграмму (рис. 9.12) для действующих значений. 

 

Рис. 9.12. Векторная диаграмма для цепи с реальной катушкой 
 

За основной вектор принимаем вектор тока I . Вектор активно-
го напряжения совпадает по фазе с вектором тока, вектор индук-
тивного напряжения опережает вектор тока на 90. 

Из треугольника напряжений можно составить ряд соотноше-
ний, которые часто встречаются при расчете цепей синусоидально-
го тока: 

a  cos ;U U    sin ;LU U   2 2
a LU U U .   

Величина угла сдвига фаз зависит от соотношения индуктив-
ной и активной составляющих напряжения и определяется из век-
торной диаграммы (см. рис. 9.12): 

a

arctg LU .
U

   

Поскольку a ,U IR  ,LU LI   то напряжение цепи  
2 2 2 2 2 2
a ( ) ( ) ( ) ,LU U U RI LI I R L         
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откуда ток в цепи  

2 2 2 2( ) L

U U UI .
ZR L R X

  
  

                      (9.5) 

Формула (9.5) выражает закон Ома в действующих значениях 
для цепи с активным сопротивлением и индуктивностью. Величина 

 2 2
LZ R X                                           (9.6) 

называется полным сопротивлением цепи и измеряется в омах. 
Следует обратить внимание на то, что различная физическая 

природа активного и реактивного сопротивлений определяет осо-
бое правило сложения этих сопротивлений. 

На основании выражения (9.6) полное, активное и реактивное 
сопротивления графически представляют прямоугольный тре-
угольник (рис. 9.13). 

 
Рис. 9.13. Треугольник сопротивлений цепи 

с активным сопротивлением и индуктивностью 
 

Треугольник сопротивлений подобен треугольнику напряже-
ний, так как его можно получить из треугольника напряжений, 
уменьшив его стороны в I раз. 

Угол сдвига фаз можно определить из треугольника сопротив-

лений arctg ,LX
R

   т. е. его величина зависит от соотношения ин-

дуктивного и активного сопротивлений. 
Второй закон Кирхгофа для рассматриваемой цепи можно за-

писать и в комплексной форме: 

a LU U U .     
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Согласно закону Ома, в комплексной форме 

a ,U IR   ,LU j LI    
тогда 

,U IR j LI      
откуда 

U UI .
R j L Z

 
 

                                      (9.7) 

Выражение (9.7) представляет собой закон Ома в комплексной 
форме для цепи с реальной катушкой. Здесь Z R j L    называют 
комплексом полного сопротивления. 

Рассмотрим энергетическое состояние цепи, содержащей ак-
тивное сопротивление и индуктивность.  

Мгновенная мощность в рассматриваемой цепи  

  sin ( ) sin  cos  cos (2 ).m mp ui U t I t UI UI t               (9.8) 
Очевидно, что мгновенная мощность изменяется не по сину-

соидальному закону с двойной частотой (рис. 9.14). 

 

Рис. 9.14. Графики изменения тока, 
напряжения и мгновенной мощности 
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Мгновенную мощность (9.8) можно рассматривать как сумму 
двух составляющих: постоянной  cos UI   и синусоидальной изме-
няющейся с двойной частотой.  

В определенные части периода (см. рис. 9.14), когда направле-
ния тока и напряжения совпадают, мгновенная мощность положи-
тельна. В это время энергия поступает от источника к потребите-
лю, где преобразуется на активном элементе в тепловую энергию, 
и накапливается на индуктивном элементе магнитная энергия. В 
небольшой период времени (см. рис. 9.14) мгновенная мощность 
отрицательна (направления тока и напряжения противоположны). 
Накопленная энергия в магнитном поле возвращается обратно ис-
точнику. Таким образом, в цепи наряду с преобразованием элек-
трической энергии в тепловую происходит обмен электроэнергией 
между источником питания и катушкой. 

Среднее значение мгновенной мощности за период  

 ср
0

1  cos  cos (2 )  cos 
T

P UI UI t dt UI .
T

        

Средняя мощность равна постоянной составляющей мгновен-
ной мощности, всегда положительна. Она характеризует интенсив-
ность передачи энергии от источника к приемнику и преобразова-
ние в другие виды энергии, т. е. активный необратимый процесс. 
Поэтому среднюю мощность называют активной мощностью:  

 cos P UI .   
Единица измерения – ватт (Вт). 
Поскольку a cos ,U U IR    то активную мощность можно 

определить как 2P I R.  
Обмен энергией количественно оценивается реактивной ин-

дуктивной мощностью L LQ U I.  
Так как реактивная составляющая напряжения  sin ,LU U   то 

реактивная индуктивная мощность  
 sin LQ UI .   

Реактивная мощность измеряется в варах (вар). 
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Поскольку  sin ,L LU U IX    реактивную мощность можно 
определить 2

L LQ I X .  
Произведение действующих значений напряжения и тока назы-

вают полной мощностью S: 
S UI .  

Единица измерения полной мощности – вольт-ампер (ВА). 
Применение различных названий единиц измерения мощности 

позволяет определить, какая мощность рассматривается: активная, 
реактивная или полная. 

Активная, реактивная и полная мощности графически изображаются 
сторонами прямоугольного треугольника мощностей (рис. 9.15). 

 
Рис. 9.15. Треугольник мощностей 

 
Из треугольника мощностей следует, что полная мощность  

2 2
LS P Q .   

Активная мощность  cos ,P S   откуда следует, что cos P .
S

   

Отношение активной мощности к полной называют коэффици-
ентом мощности. В цепях синусоидального тока он численно ра-
вен косинусу угла сдвига фаз.  

Коэффициент мощности показывает, какая часть полной мощ-
ности идет на совершение работы. Коэффициент мощности имеет 
важное экономическое значение, о котором будет сказано ниже. 

Пример 9.3. Определить мгновенное значение тока в цепи с последо-
вательным соединением резистора и индуктивной катушки, если мгно-
венное значение приложенного к цепи напряжения 100 2 sin В,u t   ак-
тивное сопротивление R = 6 Ом, индуктивное сопротивление XL = 8  Ом. 
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Решение. Ток в цепи можно определить по закону Ома для дейст-
вующих значений напряжения и тока: 

.UI
Z

  

Действующее значение напряжения 

100 2 100 В.
2 2
mU

U     

Полное сопротивление 
2 2 2 26 8 10 Ом,LZ R X      

тогда 
100 10 А.
10

UI
Z

    

Амплитудное значение тока 2 10 2 А.mI I   
Сдвиг фаз между напряжением и током  

8arctg arctg 53
6

L
u i

X .
R

         

Поскольку 0,u   то 53°.i      Значит, 

10 2 sin ( 53 ) А.i t     

Пример 9.4. Цепь с последовательным соединением активного со-
противления R и индуктивности L подключена к источнику синусоидаль-
ного напряжения U = 200 В, частота 50 Гц. По цепи протекает ток I = 2 А, 
потребляется активная мощность P = 240 Вт. Определить параметры цепи 
R и L. 

Решение. Активное сопротивление цепи определяем из формулы ак-
тивной мощности: 

2 cos ;P UI I R   2 2

240 60 Ом.
2

PR
I

  
 

По закону Ома определяем полное сопротивление цепи  
200 100 Ом.

2
UZ
I

    

Так как 2 2 ,LZ R X   то 2 2 2 2100 60 80 Ом.LX Z R       
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Следовательно,  

80 0 255 Гн.
2 2 3 14 50

L LX XL ,
f ,

   
   

 

 
9.7. Цепь синусоидального напряжения 

с последовательным соединением 
активного сопротивления и электрической емкости 

Если в цепи (рис. 9.16) с последовательным соединением ак-
тивного сопротивления и электрической емкости проходит сину-
соидальный ток  sin ,mi I t   то на каждом элементе создается па-
дение напряжения, изменяющееся по синусоидальному закону: 

a a   sin sin ;m mu iR I R t U t      

  sin sin 
2 2mC C m CU U t I X t .            

   
 

 
Рис. 9.16. Схема цепи с последовательным соединением 

элементов R и C 
 
Согласно второму закону Кирхгофа, напряжение на входе цепи  

a a    sin sin sin ( ).
2C m Cm mu u u U t U t U t           

 
 

Напряжение на входе цепи синусоидально и отстает от тока по 
фазе на угол φ. 

На основании второго закона Кирхгофа в векторной форме 
a CU U U   построим векторную диаграмму, взяв за основной 

вектор тока I  (рис. 9.17). 
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Рис. 9.17. Векторная диаграмма для RC-цепи 

Из векторной диаграммы следует, что  
2

2 2 2

2
2 2 2

1( )

1   

R C

C

U U U IR I
C

R I R X .
C

       

      
               (9.10)

 

Из выражения (9.10) ток  

2 2 2
2 1 C

U U UI .
ZR X

R
C

  
                        

(9.11) 

Формула (9.11) выражает закон Ома в действующих значениях 
для цепи с последовательным соединением элементов R и С; Z – 
полное сопротивление цепи 2 2

CZ R X .   
Геометрическая интерпретация полного сопротивления пред-

ставляет собой прямоугольный треугольник сопротивления, по-
добный треугольнику напряжений (рис. 9.18). 

 

Рис. 9.18. Треугольник сопротивлений RC-цепи 
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По треугольнику сопротивлений можно получить ряд соотно-
шений, используемых для решения многих вопросов. 

Закон Кирхгофа для рассматриваемой цепи в комплексной 
форме 

1 ,R CU U U IR I j
C

       
    

 
откуда 

1
C

U U UI .
R jX ZR j

C

  




  

                      

(9.12) 

Выражение (9.12) представляет собой закон Ома в комплексной 
форме для цепи с последовательным соединением активного со-
противления и электрической емкости, где CZ R jX   – комплекс 
полного сопротивления. 

Рассмотрим энергетические соотношения в цепи с последова-
тельным соединением R и С. 

Мгновенная мощность в цепи  

  sin ( ) sin  cos  cos (2 ).m mp ui U t I t UI UI t          
Зависимость мгновенной мощности от времени построена на 

рисунке 9.19, изменяется по периодическому несинусоидальному 
закону с двойной частотой и, так же как и в цепи с реальной ка-
тушкой, имеет как положительные, так и отрицательные значения. 
Положительные – при одинаковом направлении напряжения и то-
ка, отрицательные – при противоположном. Это значит, что и в 
RC-цепи, наряду с необратимым процессом преобразования элек-
трической энергии в тепловую, идет обмен энергией генератора и 
энергией электрического поля цепи.  

Активная мощность  

0

1  cos 
T

P ui UI .
T

    

Реактивная емкостная мощность  
2

C C C CQ U I IX I I X .    
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Полная мощность  
S UI .  

 

Рис. 9.19. Графики изменения напряжения, 
тока, мгновенной мощности  

 
Активная, реактивная и полная мощности составляют треуголь-

ник мощностей, подобный треугольнику напряжений (рис. 9.20). 

 

Рис. 9.20. Треугольник мощностей RC-цепи 
 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Объясните, что понимают под индуктивным и емкостным со-
противлениями. 

2. Запишите соотношение между мгновенными токами и напря-
жениями на участках цепи с активным сопротивлением R, индук-
тивным элементом L, емкостным элементом C. 
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3. Сформулируйте закон Ома для цепи синусоидального тока, 
запишите его формулу. 

4. Сформулируйте законы Кирхгофа для цепи синусоидального 
тока в дифференциальной и комплексной формах. 

5. Поясните, что понимают под углом сдвига фаз, от чего зави-
сит его величина, как его определяют. 

6. Объясните, что понимают под активной, реактивной и пол-
ной мощностью. 

7. Запишите основные формулы по определению активной, ре-
активной и полной мощности, единицы их измерения. 

8. Дайте определение коэффициента мощности. Как его рас-
считывают?  

9. Катушка с индуктивностью L и последовательно соединен-
ным активным сопротивлением R подключена к источнику сину-
соидального напряжения с частотой f. Как изменится ток в цепи, 
если катушку подключить к источнику постоянного напряжения? 
Ответ: ток увеличится. Объясните, почему. 

10. Конденсатор емкостью C подключен к источнику синусои-
дального тока. Как изменится ток в цепи, если частоту: а) увели-
чить в 3 раза; б) уменьшить в 2 раза; в) если конденсатор подклю-
чить к источнику постоянного тока? Ответ: а) ток увеличится в 
3 раза; б) ток уменьшится в 2 раза; в) ток будет равен нулю. Объ-
ясните, почему. 
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10. РАСЧЕТ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЦЕПЕЙ 
СИНУСОИДАЛЬНОГО ТОКА 

10.1. Неразветвленная цепь с активным сопротивлением, 
индуктивностью и емкостью 

Пусть в ветви, состоящей из последовательно соединенных ак-
тивного R, индуктивного L и емкостного C элементов, т. е. в по-
следовательном контуре, или коротко RLC-цепи (рис. 10.1), ток 
изменяется по синусоидальному закону: 

 sin ( )m ii I t .    

 
Рис. 10.1. Схема последовательного контура 

 
На выводах этой цепи создается синусоидальное напряжение, 

равное алгебраической сумме синусоидальных напряжений на от-
дельных элементах в соответствии со вторым законом Кирхгофа: 

 .R L Cu u u u                                    (10.1) 
Напряжение uR на сопротивлении R совпадает по фазе с током i: 

 sin ( )R m iu Ri RI t .     

Напряжение uL на индуктивности L опережает ток i на угол :
2
  

   cos sin ,
2L m i m i

diu L LI t LI t
dt

            
 

 

а напряжение uC на емкости C отстает по фазе от тока i на угол :
2
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 1  cos  sin 
2

m m
C i i

I Iu idt t t .
C C C

                 

На рисунке 10.2 показаны мгновенные значения тока в цепи и 
напряжений на отдельных ее элементах. Здесь имеет место случай, 
когда начальная фаза тока 0,i   а амплитуда напряжения на ин-
дуктивности больше амплитуды напряжения на емкости, т. е. ин-
дуктивное сопротивление XL больше XC. Как видно, напряжения на 
емкости и на индуктивности сдвинуты относительно друг друга по 
фазе на угол , т. е. находятся в противофазе. 

 

Рис. 10.2. Кривая мгновенных значений тока и напряжений в RLC-цепи 
 
В соответствии с выражением (10.1) ординаты кривой напря-

жения   sin m uu U t     равны алгебраической сумме ординат 
кривых uR, uL, uC: 

        sin sin cos m u m i m iU t RI t LI t          

    
1 cos sin ( ) cos ( )m

i m i m i
I t RI t L I t .
C C

                
(10.2) 
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Уравнение (10.2) представляет собой тригонометрическую фор-
му записи второго закона Кирхгофа для мгновенных напряжений. 
Входящую в него величину 

 1
L CX X X L

C
    


 

называют реактивным сопротивлением цепи. В зависимости от 
знака реактивное сопротивление может иметь индуктивный (X > 0) 
или емкостный (X < 0) характер. 

Определение напряжения u на входе цепи сводится к вычисле-
нию амплитуды Um и начальной фазы u .  Это можно сделать по 
графическим зависимостям (см. рис. 10.2). 

Расчет удобнее произвести, воспользовавшись изображением 
синусоидальных величин, векторами, построив векторную диа-
грамму на основании второго закона Кирхгофа в векторной форме 
(рис. 10.3): 

.R L CU U U U    

 

Рис. 10.3. Векторная диаграмма для RLC-цепи 
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Вектор падения напряжения на активном сопротивлении сов-
падает по направлению с вектором тока – активная составляющая 
напряжения. Вектор падения напряжения на индуктивности опе-
режает вектор тока на 90 – индуктивная составляющая напряже-
ния. Вектор падения напряжения на электрической емкости отстает 
от вектора тока на 90 – емкостная составляющая напряжения. 
Сложив векторы падений напряжений ,  ,  R L CU U U  (см. рис. 10.3), 
получим вектор напряжения ,U  приложенного к цепи. 

Поскольку векторы индуктивного и емкостного напряжений 
находятся в противофазе, то результирующая их составляющая 
(действующее значение) будет .L C L CU U U    Это так называемая 
реактивная составляющая общего приложенного напряжения. 

Из векторной диаграммы (см. рис. 10.3) следует 
2 2( ) .R L CU U U U    

Угол сдвига фаз φ между напряжением и током может быть оп-
ределен следующим соотношением: 

  arctg  .L C

R

U U
U
   

Тогда начальная фаза приложенного синусоидального напря-
жения 

u i .    

Согласно закону Ома, ,U IR  ,L LU I L IX    1 ,C CU I IX
C

 


 

поэтому 
2 2 2 2( ) ( ) ( ) .L C L CU IR IX IX I R X X              (10.3) 

Из выражения (10.3) следует 

2 2
.

( )L C

UI
R X X


 

                              (10.4) 

Выражение (10.4) называют законом Ома для RLC-цепи. В зна-
менателе этого выражения находится полное сопротивление цепи, 
обозначаемое Z: 
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2 2 2 2( ) ,L CZ R X X R X      

где X  результирующее реактивное сопротивление цепи. 
Полное сопротивление цепи можно представить геометрически 

как прямоугольный треугольник сопротивлений (рис. 10.4), подоб-
ный треугольнику напряжений. 

 
Рис. 10.4. Треугольник сопротивлений в RLC-цепи 

  
Из треугольника сопротивлений следует, что угол сдвига фаз  

зависит от соотношения активных и реактивных сопротивлений: 

arctg  .L CX X
R


   

Поскольку реактивное сопротивление X = XL  XC, то при XL > XC 
угол сдвига фаз φ > 0 и цепь носит активно-индуктивный характер, 
часть индуктивного сопротивления компенсирует действие емко-
стного. 

Если XL < XC, угол φ < 0, цепь носит активно-емкостный харак-
тер. Возможен случай, когда XL = XC, т. е. результирующее сопро-
тивление X = 0. Тогда цепь имеет чисто активное сопротивление. 
Это случай, при котором имеет место явление, называемое резо-
нансом напряжения (будет рассмотрено ниже).  

Энергетические процессы в рассматриваемой цепи будут ана-
логичны тем, что происходят в RL-цепи или RC-цепи.  

Активная мощность 
 2cos .P UI I R                                    (10.5) 

Реактивная мощность 
2 2sin ( ) .L C L CQ UI I X I X X Q Q                    (10.6) 



10. Расчет электрических цепей синусоидального тока 

 202 

Из выражения (10.6) следует, что реактивная мощность цепи 
есть алгебраическая сумма реактивных индуктивной и емкостной 
мощностей. Индуктивная мощность положительна, емкостная  
отрицательна. Это следует из того, что напряжение на индуктив-
ном элементе опережает ток по фазе на 90°, а напряжение на емко-
стном элементе отстает от тока на 90°. 

Полная мощность 
 2 2 .S UI P Q                                    (10.7) 

По аналогии с полным сопротивлением можно составить пря-
моугольный треугольник полной мощности. 

В общем случае цепь может состоять из любого числа последо-
вательно соединенных элементов, обладающих активными и реак-
тивными сопротивлениями.  

Действующее значение напряжения на входе цепи определяет-
ся из прямоугольного треугольника, получаемого при построении 
векторной диаграммы. Одним катетом треугольника является ак-
тивная составляющая напряжения Ua, равная арифметической 
сумме активных составляющих напряжений участков RLC-цепи, 

a a .
k

U U  Другим катетом  реактивная составляющая напряже-
ний Up, которая равна алгебраической сумме реактивных состав-
ляющих всех участков цепи: 

p .
k kL CU U U    

Таким образом, напряжение цепи 

   2 22 2
a p a .

k k kL CU U U U U U        
Так как a ;U IR  p ,U IX  то 

   222 2( ) ( )
k kk L CU IR IX IR IX IX         

или 

   222 2 ,
k kk L CU I R X I R X X        
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откуда полное сопротивление цепи  

   222 2 .
k kk L C

UZ R X R X X
I

         

Угол сдвига фаз определяется через  

φ = arctg X
R

 = arctg .k kL C

k

X X
R
 


 

Активная, реактивная и полная мощности определяются по вы-
ражениям (10.5)–(10.7). 

 
10.2. Основные понятия о резонансе 

в электрических цепях. Резонанс напряжений 
В теории колебаний совпадение частоты вынужденных колеба-

ний, сообщаемых извне физической системе, с частотой собствен-
ных колебаний этой системы называется резонансом. 

В электрических цепях также возможны резонансные явления. 
Цепь, содержащая электрическую емкость и индуктивность, может 
являться колебательным контуром (рис. 10.5). 

 
 

Рис. 10.5. Схема колебательного контура 
 
Если конденсатор зарядить до некоторого напряжения U, а за-

тем замкнуть на индуктивность L, то в контуре возникает посте-
пенно увеличивающийся разрядный ток. По мере увеличения силы 
тока в магнитном поле индуктивности L накапливается энергия 

2

2
Li . Благодаря этому ток в контуре не прекращается, когда ем-

кость конденсатора полностью разряжается, поскольку ЭДС само-
индукции противодействует уменьшению тока. Она поддерживает 
ток в том же направлении, в каком он протекал при разряде кон-
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денсатора, но уже за счет энергии магнитного поля индуктивности. 
Этот ток для электрической емкости становится током, заряжаю-
щим ее в обратном направлении, т. е. в обкладке, имевшей вначале 
положительный заряд, теперь сообщается отрицательный заряд. 
Если в колебательном контуре нет потерь, перезарядка конденса-
тора будет продолжаться до тех пор, пока он не зарядится до пер-
воначального напряжения U. При этом вся энергия из магнитного 
поля индуктивности вернется в электрическое поле конденсатора, 
после чего начнется разряд его на индуктивность при обратном 
направлении тока и т. д. В идеальном контуре (активное сопротив-
ление контура R = 0) эти колебания будут незатухающими. 

Таким образом, колебания тока в рассматриваемом контуре 
связаны с периодическим преобразованием энергии электрическо-

го поля 
2

э 2
CuW   в энергию магнитного поля 

2

м 2
LiW   и обратно. 

Обмен энергиями происходит с некоторой частотой, которая 
называется частотой свободных колебаний, так как в цепи нет ис-
точника. Колебания, которые возникают под действием внешних 
сил, называются вынужденными. В электрических цепях к таким 
внешним силам относятся источники ЭДС и источники тока. При 
наличии колебательного контура и вынужденной силы в электри-
ческой цепи могут возникнуть резонансные явления. Характеризо-
вать интенсивность колебаний можно по различным проявлениям, 
например по наибольшему возможному амплитудному значению 
напряжения на конденсаторе (амплитудный критерий). 

Рассматривая электрические цепи с одним источником пита-
ния, в качестве критерия режима резонанса принимают совпадение 
по фазе тока и напряжения на входе электрической цепи. Это так 
называемый фазовый резонанс. 

Резонанс в электрической цепи  явление, при котором раз-
ность фаз напряжения и тока на входе цепи равна нулю, хотя она 
содержит участки с индуктивными и емкостными элементами. То 
есть это режим работы электрической цепи, когда при наличии ем-
кости и индуктивности входное реактивное сопротивление цепи 
или входная реактивная проводимость цепи равны нулю. 

Электрический резонанс имеет большое практическое значе-
ние. Электрические резонансные контуры широко используются в 
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радиотехнике, измерительной технике, телеуправлении, различных 
схемах автоматики, рентгеноскопии. Явления резонанса применя-
ются для изменения (компенсации) параметров линии электропе-
редачи. То, что при резонансе токов колебания больших магнит-
ных и электрических полей поддерживаются при относительно ма-
лом токе в неразветвленной цепи, широко используется для повы-
шения коэффициента мощности промышленных установок. 

Однако в некоторых случаях резонансные явления могут быть 
очень опасными как для жизни обслуживающего персонала, так и 
для целостности электрического оборудования. Особенно опасны 
резкие увеличения напряжения на реактивных элементах при резо-
нансе напряжения: может нарушиться электрическая прочность 
изоляции конденсатора и катушки. Характерным примером служит 
включение кабельной линии на генераторное напряжение. Кабель 
обладает большой электрической емкостью, а генератор индуктив-
ным сопротивлением, может создаться резонансный контур. 

В простейших электрических цепях различают резонанс напря-
жений и резонанс токов.  

Простейшая электрическая цепь, в которой может возникнуть 
резонанс напряжений, состоит из последовательно соединенных 
конденсатора и индуктивной катушки (рис. 10.6). 

 

Рис. 10.6. Цепь последовательного соединения R, L, C 
 
Подключив колебательный контур к внешнему источнику, ЭДС 

которого изменяется по синусоидальному закону, можно возбудить 
вынужденные электрические колебания в цепи. При приближении 
частоты внешней ЭДС к частоте собственных колебаний колеба-
тельного контура резко возрастают амплитуды вынужденных ко-
лебаний тока и напряжений  в цепи возникает электрический ре-
зонанс. 
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Условие резонанса вытекает из определения резонанса. Так как 
для рассматриваемой цепи полное сопротивление  

2
2 2 21 ,Z R L R X

C
        

  

то для условия резонанса необходимо иметь реактивное сопротив-
ление, равное нулю, т. е. 

1 0,X L
C

   


 

из чего следует, что условием резонанса напряжений является ра-
венство индуктивного и емкостного сопротивлений: 

1L .
C

 


                                         (10.8) 

При равенстве индуктивного и емкостного сопротивлений пол-
ное сопротивление становится равным активному сопротивлению: 
Z = R, т. е. принимает минимальное из всех возможных значение, 
что приведет к максимальному значению тока. Ток в режиме резо-
нанса будет ограничиваться только активным сопротивлением: 

рез
UI .
R

  

Напряжения на индуктивном и емкостном элементах будут 
равны, но противоположны по фазе, причем эти напряжения могут 
достигать достаточно больших значений (при малом активном со-
противлении цепей) и превышать напряжение источника, поэтому 
резонанс в рассматриваемой цепи носит название резонанса на-
пряжений. Ток и напряжение на входе цепи совпадают по фа-
зе (рис. 10.7),  = 0, а cos  = 1. 

 
Рис. 10.7. Векторная диаграмма при резонансе напряжений 
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Из условия резонанса напряжений можно определить угловую 
частоту 0, при которой наступает резонанс при неизменных пара-

метрах L и C, 0
0

1 ,L
C

 


 отсюда  

0
1 .
LC

   

Угловая частота 0
1
LC

   есть частота собственных колеба-

ний последовательного колебательного контура. Следовательно, 
можно получить резонанс напряжения, изменяя частоту вынуж-
денных колебаний, т. е. частоту источника ЭДС, либо изменяя па-
раметры колебательного контура L и C. 

Перенапряжения на элементах электрической цепи при резо-
нансе возможны, когда активное сопротивление R меньше индук-

тивного: ,R L   а следовательно, и емкостного: 1R .
C




 По-

скольку при резонансе напряжение источника U = IR, то при выше 
принятых условиях 

 0 ;LU IR U I L                                  (10.9) 

 
0

1
CU IR U I .

C
  


                           (10.10) 

Подставив в неравенства (10.9) и (10.10) 0
1 ,
LC

   получим 

одно общее условие возникновения повышенных напряжений: 

 LR .
C

                                           (10.11) 

Величина L
C

 имеет размерность сопротивления, она имену-

ется характеристическим или волновым сопротивлением колеба-
тельного контура и обозначается . 
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Отношение волнового сопротивления к активному сопротивле-
нию колебательного контура характеризует важные резонансные 
свойства контура и называется добротностью контура: 

 

L
CQ .

R R


 
 

Добротность контура показывает, во сколько раз резонансные ин-
дуктивные и емкостные напряжения больше входного напряжения.  

Подбор параметров цепи с целью получить в цепи резонанс на-
зывают настройкой цепи в резонанс. 

При резонансе , L и C связаны соотношением, вытекающим из 
условия резонанса напряжений (10.8): 2 1.LC   Таким образом, 
настройку цепи в резонанс можно осуществить по-разному. На-
пример, меняя угловую частоту  источника энергии при неизмен-
ных L и C, меняя индуктивность L при неизменных  и C, меняя 
емкость C при неизменных  и L и т. д. 

Так как при резонансе напряжения UC и UL равны по величине 
и находятся в противофазе, то в любой момент времени равны по 
величине и противоположны по знаку мгновенные мощности на 
элементах L и C, т. е. 

.L Cp p   
Поэтому накопление энергии магнитного поля происходит 

только за счет энергии электрического поля, и наоборот. Вся энер-
гия, получаемая цепью от генератора, преобразуется в теплоту в 
активном сопротивлении. 

 

10.3. Параллельное соединение элементов в цепи 
Исследуем цепь с параллельным соединением двух ветвей, 

подключенных к источнику синусоидального напряжения 
 sin  ( )m uu U t    (рис. 10.8). Пусть начальная фаза источника 

напряжения будет равна нулю 0).u   Тогда начальная фаза тока 
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в неразветвленной части схемы, в первой и второй ветвях будет 
.u i i       Соответственно 

11 i    и 
22 .i    

 

Рис. 10.8. Цепь с параллельным соединением ветвей 
 

С учетом того, что ток в первой ветви имеет активно-
индуктивный характер, его мгновенное значение будет иметь сле-
дующее выражение: 

11 1sin  ( ),mi I t    т. е. начальная фаза тока 
отстает от начальной фазы напряжения. Во второй ветви ток явля-
ется активно-емкостным, и его мгновенное значение будет иметь 
выражение 

21 2sin  ( ).mi I t     Здесь начальная фаза этого тока 
опережает начальную фазу напряжения. Поэтому она записана со 
знаком «+». 

Действующие значения токов определяем из следующих выра-
жений: 

для первой ветви  

 1 2 2
1

,
L

UI
R X




 1
1 2 2

1

cos  ;
L

R
R X

 


 

для второй ветви  

2 2 2
2

,
C

UI
R X




 2
2 2 2

2

cos  .
C

R
R X

 


 

Зная действующие значения токов в ветвях, нельзя определить 
его действующее значение I в неразветвленной части цепи про-
стым сложением токов I1 и I2, так как необходимо учитывать их 
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фазовые углы 1 и 2. Поэтому ток I определяют как геометриче-
скую сумму токов в ветвях, для чего следует построить векторную 
диаграмму токов (рис. 10.9). 

За основной вектор примем вектор напряжения U .  Векторы то-
ков 1I  и 2I изображаем с учетом углов сдвига фаз 1 и 2. 

Вектор тока в неразветвленной части цепи получаем путем 
суммирования векторов 1I  и 2I .  

φ
U

I

Ia

Ia1

IC

IL

Ip

I1

I2

φ1

φ2

Ia2

 

Рис. 10.9. Векторная диаграмма токов 
 

Значение тока I в неразветвленной части цепи можно опреде-
лить аналитически, для чего вводят понятия активной и реактив-
ной составляющих тока для ветви с последовательным соединени-
ем активных и реактивных элементов. 

Для первой ветви с элементами R1L 

11 a1( ) р1( )R LI I I   или 1 a1 р1.I I I   

Активная составляющая a1I  совпадает по фазе с напряжением 
(см. рис. 10.9) и определяется как  

1 1
a1 1 1 12 22 2 2 2

11 1

cos ,
LL L

R RUI I U Ug
R XR X R X
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где LX L    индуктивное сопротивление, Ом; 
g1  активная проводимость первой ветви, См: 

1
1 2 2

1

.
L

Rg
R X




                                    (10.12) 

Следует обратить внимание на то, как определяется активная 
проводимость ветви. Она не является величиной, обратной актив-
ному сопротивлению ветви R1. Активная проводимость рассматри-
ваемой ветви  это отношение активного сопротивления ветви к 
квадрату полного сопротивления ветви (10.12). 

Реактивная составляющая тока p1I  отстает по фазе от напряже-
ния на 90° и определяется как  

p1 1 1 2 22 2 2 2
11 1

sin ,
( )

L
L

L L

XU LI I U Ub
R LR X R X


    

  
 

где 

2 2
1

,
( )L
Lb

R L



 

                                  (10.13)  

bL  реактивная (индуктивная) проводимость первой ветви, См. 
Как видно из выражения (10.13), реактивная проводимость не 

является величиной, обратной индуктивному сопротивлению. Она 
определяется как отношение индуктивного сопротивления ветви к 
квадрату полного сопротивления ветви. 

Аналогично и ток второй ветви можно представить как состоя-
щий из активной a2I  и реактивной p2I  составляющих: 

22 a2( ) ð2( )R CI I I   или 2 a2 ð2 ,I I I   

где 

2 2
a2 2 2 22 22 2 2 2

22 1

cos ;
CC c

R RUI I U Ug
R XR X R X

    
 

 

2
2 2 2

2 C

Rg
R X




  активная проводимость второй ветви, См; 
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1
CX

C



  реактивное (емкостное) сопротивление второй вет-

ви, Ом; 

p2 2 2 22 2 2 2
22 1
2

1

sin .
1

C
C

C C

XU CI I U Ub
R X R X R

C

    
      

 

Активная составляющая тока в неразветвленной части цепи Ia  
равна сумме активных составляющих токов первой a1I  и второй 

a2I  ветвей (обе составляющие совпадают по фазе с напряжением): 

a a1 a 2 1 2( ).I I I U g g     
Реактивная составляющая тока первой ветви отстает по фазе от 

напряжения на 90°, а второй – опережает на 90°, т. е. ветви нахо-
дятся в противофазе. Следовательно, реактивная составляющая 
тока в неразветвленной части цепи равна разности реактивных со-
ставляющих: 

p p2( ) p1( )C LI I I   или p p2 p1 ( ) .C LI I I b b U bU      

Действующее значение полного тока в неразветвленной части 
цепи можно определить как  

2 2 2 2
a p ,I I I U g b UY      

2 2 ,Y g b                                     (10.14) 

где Y  полная проводимость цепи, См.   
Активная, реактивная и полная проводимости измеряются в 

сименсах (См). 
На основании выражения (10.14) можно построить треугольник 

проводимостей (рис. 10.10), из которого получают ряд соотноше-

ний: cos ;  sin ;  arctg bg Y b Y
g

       и др. 



 

 213 

 
Рис. 10.10. Треугольник проводимостей 

 
Если реактивная составляющая p p2( ) p1( ) ,C LI I I   то при p1I  > p2I  

полный ток I будет отставать по фазе от напряжения на угол φ 
(‒90° ≤ φ ≤ 0). Если p1I  < p2 ,I  то полный ток будет опережать по 
фазе напряжение на угол, который может иметь значения φ (0 ≤ φ ≤ 90°). 

Особое внимание заслуживает тот случай, когда p1I  = p2 ,I  
т. е. реактивная составляющая полного тока равна нулю. В этом 
случае в цепи наблюдается резонанс токов. 

Пример 10.1. Определить токи в ветвях электрической цепи 
(рис. 10.11), если U = 100 В, R1 = 10 Ом, R2 = 6 Ом, R3 = 4 Ом, XL = 8 Ом, 
XС = 3 Ом. 

 

Рис. 10.11 
 

Решение. Токи в параллельных ветвях определяем по закону Ома для 
участка электрической цепи: 

1
1

100 10 А;
10

UI
R

    

2 2 2 2 2
2

100 10 А;
6 8L

UI
R X
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3 2 2 2 2
3

100 20 А.
4 3C

UI
R X

  
 

 

Ток I в неразветвленной части цепи определяем по закону Ома для 
цепи: .I UY  Здесь 2 2 .Y g b   

Активная проводимость g цепи, равная арифметической сумме актив-
ных проводимостей параллельных ветвей g1, g2, g3: 

1
1

1 1 0,1 См;
10

g
R

    

2
2 2 2 2 2

2

6 0,06 См;
6 8L

R
g

R X
  

 
 

3
3 2 2 2 2

3

4 0,16 См;
4 3C

R
g

R X
  

 
 

1 2 3 0,1 0,06 0,16 0,32 См.g g g g        
Реактивная проводимость b цепи равна алгебраической сумме реак-

тивных проводимостей параллельных ветвей. В первой ветви отсутствует 
реактивное сопротивление, значит, b1 = 0. Тогда 

3 2 ;b b b   

2 2 2 2 2
2

8 0,08 См;
6 8

L

L

X
b

R X
  

 
 

3 2 2 2 2
3

3 0,12 См;
4 3

C

C

X
b

R X
  

 
 

3 2 0,12 0,08 0,04 См.b b b      
Полная проводимость 

2 2 2 20,32 0,04 0,322 См.Y g b      
Ток в неразветвленной части цепи 

100 0,322 32, 2 А.I UY     
 

10.4. Резонанс токов 
Резонанс токов возможен в цепи синусоидального напряжения, 

состоящей из двух ветвей, обладающих индуктивностью и емко-
стью (рис. 10.12). 
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Рис. 10.12. Схема параллельного колебательного контура 
 
Такую цепь иногда называют параллельным колебательным 

контуром. Резонанс в такой цепи наступит, когда общая реактивная 
проводимость цепи будет равна нулю: 

b = bC  bL = 0, 
из чего следует, что условием резонанса будет являться равенство 
емкостной и индуктивной проводимостей: bC = bL. 

Реактивная (индуктивная) проводимость первой ветви  

 
 22 L
L b .

R L



 

 

Реактивная (емкостная) проводимость второй ветви  

 2
2

1

1
C

C b .
R

C

 
    

 

Таким образом, в цепи (см. рис. 10.12) резонанс тока наступит 
при условии, что 

 
 2 22

21
2

1

1
L C

R L R
C

 
      

.                          (10.15) 

Поскольку реактивные проводимости ветвей равны, то индук-
тивная составляющая тока IL первой ветви будет равна емкостной 
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составляющей тока IC второй ветви, и токи находятся в противофа-
зе (рис. 10.13), поэтому резонанс в рассматриваемой цепи называ-
ется резонансом токов. 

UIIa2

IC

ILI1

φ2

φ1

Ia1

I2
+j

+1

 

Рис. 10.13. Векторная диаграмма в режиме резонанса токов 
 
При равенстве емкостной и индуктивной проводимостей пол-

ная проводимость цепи будет равна сумме активных проводимо-
стей ветвей: 

Y = g1 + g2 = g.  
Угол сдвига фаз  на входе цепи равен нулю. Согласно закону 

Ома, I = UY, следовательно, в режиме резонанса токов ток на входе 
цепи зависит от суммарной активной проводимости ветвей: 
g = g1 + g2, т. е. I = Ug, в результате ток на входе цепи принимает 
минимальное значение. Токи в ветвях превышают ток на входе. 
Частоту, при которой может возникнуть резонанс токов, опреде-
лим из условия резонанса (10.15): 

 2 22
21
2

1

1
L C .

R L R
C

 
      

 

После математических преобразований (умножения на общий 
знаменатель) 
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2
2 2 2 2
1 2

1( )R L LC R .
C

           
 

Далее, раскрыв скобки, сгруппируем слагаемые с : 

 2 2 2 2
2 1 ,LL R LC R

C
                           (10.16) 

затем умножим правую и левую части уравнения (10.16) на 1 :
LC

 

2 2 2
2 1

1L LR R .
C LC C

         
   

 

Поскольку L
C

    волновое сопротивление, а 0
1
LC

    

собственная частота последовательного колебательного контура, 
то окончательная формула для резонансной частоты параллельного 
контура примет следующий вид: 

 
2 2

1
рез 0 2 2

2

R .
R

 
  

 
                                    (10.17) 

Поскольку угловая частота выражается действительным чис-
лом, то из выражения (10.17) следует, что резонанс токов возможен 
в том случае, если R1 >  и R2 >  или R1 <  и R2 < . Если R1 = R2, 
то резонансная частота не зависит от активного сопротивления: 

рез 0 .    Если же R1 = R2 = , то под знаком радикала имеет место 

неопределенность вида 0
0

. Это случай так называемого безразлич-

ного резонанса. 
Резонанс токов наблюдается при любой частоте, поскольку эк-

вивалентное сопротивление становится активным, не зависящим от 
частоты. В технике связи используются контуры, у которых R1 и R2 
значительно меньше . Для таких высокодобротных контуров, если 
пренебречь R1 и R2, резонансная частота рез равна собственной 
частоте 0  последовательного колебательного контура. 
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Параллельный колебательный контур в резонансе токов можно 
настроить изменением параметров контура R1, R2, L, C или частоты 
напряжения источника. 

При резонансе токов колебание больших энергий магнитного и 
электрического полей поддерживается при относительно малом 
токе в неразветвленной части цепи. Колебания происходят внутри 
колебательного контура без вовлечения (в идеальном случае) 
внешнего источника. Это очень важная особенность используется 
для компенсации угла сдвига фаз. 

Пример 10.2. К источнику переменного напряжения с частотой 
f = 1000 Гц и напряжением U = 100 В подключена катушка, обладающая 
индуктивностью L = 0,08 Гн и активным сопротивлением R = 200 Ом. 
Параллельно катушке включен конденсатор переменной емкости. Опре-
делить значение емкости конденсатора, при которой в цепи наступит ре-
зонанс токов, а также токи в ветвях. 

Решение. Условием резонанса токов является bL = bC: 

2 2 ,L
L

L

X
b

R X



 

где 2 2 3,14 1000 0,08 500 Ом;LX L fL          

2 2

500 0,00172 См.
200 500Lb  


 

Ввиду отсутствия в ветви с емкостью активного сопротивления емко-
стная проводимость  

1 .C
C

b C
X

    

Из условия резонанса токов bL = bC будем иметь 0,00172C   См, 
тогда емкость конденсатора, при которой наступит резонанс токов, 

0,00172 2,7 мкФ.
2 3,14 1000

C  
 

 

Ток в первой ветви (с катушкой) 

1 2 2 2 2
1

100 0,186 А.
200 500L

U UI
Z R X

   
 

 



 

 219 

Ток во второй ветви (с емкостью) 

2 100 0,00172 0,172 А.CI Ub     
Ток в неразветвленной части цепи I будет зависеть только от актив-

ной проводимости цепи g, так как реактивная b = bC  bL = 0: 

1 2 2 2 2

200 0,00069 См;
200 500L

Rg g
R X

   
 

 

100 0,00069 0,069 А.I Ug     
 

10.5. Коэффициент мощности 
Отношение активной мощности P к полной S называют коэф-

фициентом мощности. В цепях синусоидального напряжения он 
численно равен cos φ и показывает, какую долю всей вырабаты-
ваемой источником мощности составляет активная мощность. 

Большинство потребителей электрической энергии представ-
ляют собой электромагнитные механизмы, в которых переменный 
ток индуктирует реактивные ЭДС, обусловливающие сдвиг по фа-
зе между током и напряжением, вследствие чего коэффициент 
мощности cos φ < 1. 

При низком коэффициенте мощности имеет место неудовле-
творительное использование установленной активной мощности 
электрических приемников. Повышение коэффициента мощности 
важно с экономической стороны. Поскольку ток в линии 

н
Л ,

 cos 
PI

U



 то при неизменных активной мощности н constP   и 

напряжении источника constU   с повышением коэффициента 
мощности cos φ уменьшается ток линии, а это приведет к умень-
шению потерь мощности в линии 2

Л Л Л ,P I R   где ЛR   активное 
сопротивление проводов линии (см. пример 10.3). Как правило, 
крупным потребителям электрической энергии электроснабжаю-
щие организации задают средневзвешенное значение коэффициен-
та мощности, обеспечение которого контролируется, и невыполне-
ние его оборачивается применением штрафных санкций. Коэффи-
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циент мощности электроэнергетических систем достаточно высок: 
cos φ = 0,90,95. 

Для повышения коэффициента мощности проводится ряд ме-
роприятий: заменяются недостаточно нагруженные двигатели дви-
гателями меньшей мощности, ограничивается работа их на холо-
стом ходу, применяются компенсирующие устройства и т. д. 

Эффективным способом достижения этой цели, наряду с дру-
гими, является применение компенсирующих устройств, в частно-
сти, параллельное подключение к приемнику с низким коэффици-
ентом мощности конденсаторов. В таком случае энергия в магнит-
ном поле приемника частично или полностью накапливается за 
счет энергии электрического поля конденсатора и наоборот, а ге-
нератор и провода линии разгружаются от обменной энергии, что 
позволяет лучше использовать установленную мощность, т. е. уве-
личить активную мощность, развиваемую генераторами. 

С увеличением емкости ток конденсатора CI CU   увеличи-
вается так, что при некоторой емкости он может стать равным ин-
дуктивной составляющей тока приемника I (режим резонанса то-
ка). В этом случае произойдет полная компенсация сдвига фаз. Ток 
линии будет минимальным, равным активной составляющей тока 
приемника Ia. При дальнейшем увеличении емкости IC станет больше 
I, что приведет к росту тока линии. Наступает режим перекомпенса-
ции. На рисунке 10.14 показано, как изменяется ток линии IЛ и cos φ 
при изменении параллельно подключаемой емкости конденсатора С 
при P = const и U = const. На рисунке 10.14 Cп  емкость полной 
компенсации. 

 
Рис. 10.14. Зависимость тока линии и коэффициента мощности от емкости: 

I  область недокомпенсации; II  область перекомпенсации 
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Для обеспечения заданного значения коэффициента мощности 
необходимо рассчитать требуемую емкость конденсатора. Если 
электроприемники имеют мощность P = const и коэффициент 
мощности cos φ1, то их реактивная индуктивная мощность 
Q1 = P tg φ1. При заданном значении cos φ2 (cos φ1 > cos φ2) реак-
тивная мощность должна быть Q2 = P tg φ2. 

Разность реактивных мощностей Q1  Q2 компенсируется емко-
стной реактивной мощностью конденсаторов: 

 1 2 1 2tg tg CQ Q Q P .       
Реактивную мощность конденсаторов можно также определить 

по формуле 
2 2

C CQ b U CU .    
Приравнивая правые части уравнений (10.10) и (10.11), опреде-

ляем емкость конденсаторов: 

  1 2
2

tg tg P
C .

U
  




                              (10.18) 

Подключение конденсаторов для компенсации сдвига фаз осу-
ществляется в месте ввода линии питания в распределительное уст-
ройство. Экономически выгодно, как следует из формулы (10.18), 
подключать конденсаторы на возможно более высокое напряже-
ние. Угол сдвига фаз обычно доводят до величины, при которой 
cos φ = 0,9–0,95. 

Пример 10.3. Коэффициент мощности приемника энергии повышают 
с 0,7 до 0,91. Потери мощности в двухпроводной линии передачи равны 
8 % от мощности приемника (при cos φ = 0,7). На сколько процентов 
можно увеличить активную мощность при передаче энергии с той же по-
терей мощности в линии, но при повышении cos φ до 0,91? Сколько про-
центов будут составлять потери мощности, если активную мощность прием-
ника не увеличивать при повышении cos φ до 0,91? 

Решение. Выразим потери мощности в линии:  
22 ,P RI   

где R  сопротивление одного провода линии; 
I  ток в проводах линии. 
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Поскольку ток должен оставаться неизменным, тогда его можно вы-
разить из формулы мощности: 

1 2

1 2 cos  cos 
P P

I
U U

 
 

 

(здесь индекс 1 относится к режиму до компенсации, индекс 2  после 
увеличения коэффициента мощности).  

Следовательно, после повышения cos φ мощность приемника может 
иметь значение 

2
2 1 1 1

1

cos 0,91 1,3 ,
cos 0,7

P P P P


   


 

т. е. повысив коэффициент мощности, активную мощность приемников мож-
но увеличить на 30 % путем присоединения новых приемников энергии. 

Если активную мощность приемников оставить прежней: 

1 1 2 2 cos  cos ,P UI UI                                 (10.19) 
то в результате повышения коэффициента мощности ток в проводах ли-
нии уменьшится. 

Действительно, из выражения (10.19) 

1
2 1 1 1

2

cos 0,7 0 77
cos 0,91

I I I , I .


  


 

В формулу потери мощности в линии этот ток входит в квадрате: 
22 ;P RI   

2 2
2 2 12 2 (0,77 )P RI R I .    

Новая величина потери мощности в линии составляет от прежней 

22

1

(0,77) 0 59,
P

,
P


 


 

поэтому P2 = 0,59  8 = 4,72 %, т. е. потери мощности в линии уменьшат-
ся с 8 % от мощности приемников до 4,72 %. 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Приведите примеры построения векторных диаграмм сину-
соидальных напряжений и тока при последовательном соединении 
R и L, R и C, L и C. 



 

 223 

2. Постройте графики мгновенной мощности в цепи синусои-
дального тока для различных значений сдвига фаз между напряже-
нием и током. 

3. Поясните, как используют при расчете электрических цепей 
прямоугольный треугольник сопротивлений, треугольник проводи-
мостей. 

4. Запишите формулу для расчета активной мощности. Назови-
те, в каких единицах измеряется активная мощность. 

5. Дайте определения полной мощности, коэффициента мощности. 
6. Расскажите, что такое резонанс напряжений, резонанс токов. 

Объясните условия возникновения резонанса напряжений, резо-
нанса токов в электрической цепи. 

7. Объясните, как определяются волновое сопротивление, доб-
ротность колебательного контура. 

8. Приведите примеры компенсации угла сдвига фаз в цепи с 
низким коэффициентом мощности. 

9. Определите действующее значение тока в цепи с последова-
тельно соединенными резистором R = 4 Ом и конденсатором, реак-
тивное сопротивление которого XC = 3 Ом. К электрической цепи 
приложено синусоидальное напряжение U = 25 В. Ответ: 5 А. 

10. В цепи переменного тока с последовательным соединением 
элементов R и L измерены напряжение на входе U = 100 В, ток 
I = 5 А, мощность P = 300 Вт. Определите сопротивление XL (Ом). 
Ответ: 16 Ом. 

11. В электрической цепи последовательно соединены резистор 
R = 6 Ом, катушка индуктивности и конденсатор, реактивные со-
противления которых XL = 12 Ом, XC = 4 Ом. Если на входе элек-
трической цепи синусоидальное напряжение, действующее значе-
ние которого U = 80 В, то какое действующее напряжение на кон-
денсаторе? Ответ: 32 В. 

12. В электрической цепи 
(рис. 10.15) имеет место резонанс. 
Действующее значение синусои-
дального напряжения источника 
питания U = 100 В, R = 10 Ом, 
ХС = 10 Ом. Определите величину 
сопротивления XL, токи и напря-

 
Рис. 10.15 

R L C 

U 
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жения на участках цепи, построй-
те векторную диаграмму напря-
жений и токов. Ответ: 10 Ом; 
10 А; UR = UL = UC = 100 В. 

13. В электрической цепи име-
ет место резонанс (рис. 10.16). 
Действующее значение синусои-
дального напряжения источника 
питания U = 100 В, R = 10 Ом, 
ХС = 20 Ом. Определите величину 
сопротивления XL, токи на участ-
ках цепи, постройте векторную 
диаграмму напряжения и токов. 
Ответ: 10 Ом; 5 А; 7,05 А; 5 А.  

 
Рис. 10.16 

 
 
 

C 
L 

R 
U 
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11. СИМВОЛИЧЕСКИЙ МЕТОД 

11.1. Основные понятия о символическом методе расчета 
электрических цепей синусоидального тока 

Расчет разветвленных цепей при смешанном соединении эле-
ментов, а также сложных цепей синусоидального напряжения 
обычно осуществляется символическим методом, основанным на 
представлении синусоидальной функции комплексным числом. 
Это объясняется тем, что классический метод расчета приводит к 
громоздким интегрально-дифференциальным уравнениям и требу-
ет большого объема тригонометрических преобразований. Симво-
лический метод позволяет тригонометрические преобразования и 
геометрические операции над векторами свести к алгебраическим 
операциям над комплексными числами, что существенно упрощает 
расчет и позволяет его вести с любой степенью точности. При этом 
могут быть использованы все методы преобразования и анализа 
электрических цепей, изложенные в главе 4. 

В линейных цепях синусоидального тока амплитуды токов и 
напряжений или их действующие значения при заданной началь-
ной фазе определяются однозначно их комплексными амплитуда-
ми или комплексными действующими значениями. При использо-
вании символического метода расчета необходимо все законы це-
пей (закон Ома, законы Кирхгофа) применять в комплексной фор-
ме. Возможности символического метода рассмотрим на примере 
расчета простой цепи со смешанным соединением элементов и 
сложной цепи. 

 

11.2. Расчет цепей синусоидального тока 
со смешанным соединением элементов 

Расчет простых цепей, как правило, ведут методом преобразо-
вания схем, при помощи которых удается свести схему разветв-
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ленной электрической цепи к простейшей и воспользоваться зако-
ном Ома.  

Одним из основных видов преобразования электрических схем, 
часто применяемых на практике, является преобразование схемы 
со смешанным соединением элементов, которое представляет со-
бой сочетание более простых соединений  последовательного и 
параллельного. 

При последовательном соединении приемников (рис. 11.1) об-
разуется одна ветвь и через все их сопротивления проходит один и 
тот же ток .I  

 
                                       а                                                        б 

Рис. 11.1. Последовательное соединение приемников (а) 
и схема эквивалентной цепи (б) 

  
На каждом приемнике 1 ,Z  2 ,Z  3Z  будут создаваться падения 

напряжения 1 ,U  2 ,U  3.U  В соответствии со вторым законом Кирх-
гофа в комплексной форме  

1 2 3 ,kU U U U U       
 

или 
 1 2 3 1 2 3 ,kU I Z I Z I Z I Z Z Z I Z            

 
где .k k kZ R jX   

Таким образом, при последовательном соединении приемников 
эквивалентное комплексное сопротивление всей цепи Z  равно ал-
гебраической сумме комплексных сопротивлений отдельных уча-
стков цепи, т. е. 

 ,k k kZ Z R j X R jX        
где ;kR R  .kX X  



 

 227 

Значит, исходную схему (рис. 11.1, а) можно преобразовать в 
более простую эквивалентную схему (рис. 11.1, б). Ток в электри-
ческой цепи определяют по закону Ома: 

 
1 2 3

.U UI
Z Z Z Z

 
 

   

Пример 11.1. Для электрической цепи (рис. 11.2) определить ток 
и падения напряжений на приемниках, если напряжение u = 141 sin t, 
R = 6 Ом, XL = 8 Ом. Построить векторную диаграмму напряжений и тока. 

i

~u

XLR

uR uL

 

Рис. 11.2. Последовательное соединение активного 
и индуктивного сопротивлений 

 
Решение. Расчет удобно вести символическим методом. Комплексное 

действующее напряжение источника 

ψ ψ ,
2

U Uj jmUU Ue e   

где U  – начальная фаза приложенного к цепи напряжения. 
Из условия задачи видно, что U  = 0. Если начальная фаза напряже-

ния не задана, а известно действующее значение напряжения, то в этом 
случае можно принять его начальную фазу равной нулю и для этого мо-
мента времени рассчитать цепь. Итак, для нашего примера 

0141 100 В.
2

jU e   

Комплексное эквивалентное сопротивление цепи  
6 8 Ом.LZ R jX j     

По закону Ома комплексное значение тока в цепи 
 

   
 100 6 8 100 6 8100 6 8 А.

6 8 6 8 6 8 100
j jUI j

Z j j j
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Действующее значение тока 2 26 8 10 А.I     
Падение напряжения на активном сопротивлении 

 6 8 6 36 48 В;RU IR j j       2 236 48 60 В.U     

Падение напряжения на индуктивном сопротивлении 

 8 6 8 64 48 В;L LU jX I j j j       2 264 48 80 В.LU     

Векторную диаграмму (рис. 11.3) строим в такой последовательности. 
На комплексной плоскости в масштабе откладываем вектор тока .I  Век-
тор напряжения RU  в масштабе строим совпадающим по направлению с 

током ,I  а вектор напряжения LU   опережающим ток I  на 90. Про-
суммировав векторы в соответствии со вторым законом Кирхгофа, полу-
чим вектор напряжения источника, т. е. .R LU U U     

 

Рис. 11.3. Векторная диаграмма напряжений 
 
При параллельном соединении (рис. 11.4, а) ветви присоедине-

ны к двум узлам и напряжение U  на всех ветвях одинаковое. 
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                                       а                                           б  

Рис. 11.4. Параллельное соединение приемников (а) 
и схема эквивалентной цепи (б) 

 
В соответствии с первым законом Кирхгофа 

1 2 3 .kI I I I I         

Разделив все составляющие уравнения на напряжение :U  

31 2 ,II II
U U U U

  
 

     

получим 

1 2 3

1 1 1 1 ,
Z Z Z Z
  

 
или 

1 2 3 ,kY Y Y Y Y g jb       
где ;kg g  .kb b  

Значит, при параллельном соединении приемников эквива-
лентная комплексная проводимость всей цепи равна алгебраиче-
ской сумме комплексных проводимостей отдельных ветвей.  

Эквивалентное комплексное сопротивление 
1 .Z
Y

  

В частном случае, когда параллельно соединены только две 
ветви, эквивалентное комплексное сопротивление всей цепи опре-
деляют по формуле 

1 2

1 2 1 2

1 1 .Z ZZ
Y Y Y Z Z
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Таким образом, исходную схему с параллельным соединением 
приемников (рис. 11.4, а) можно преобразовать в более простую 
эквивалентную схему (рис. 11.4, б) и по закону Ома определить ток 
источника: 

UI UY
Z

 
   

и токи в ветвях: 

11
1

;UI UY
Z

 
   22

2

;UI UY
Z

 
   33

3

.UI UY
Z

 
   

Расчет токов проверяют по первому закону Кирхгофа: 

1 2 3.I I I I       

Поскольку смешанное соединение (рис. 11.5) представляет со-
бой сочетание последовательных и параллельных соединений уча-
стков цепи, то соответственно можно использовать приемы, рас-
смотренные ранее. При этом схема может быть преобразована в 
более простую электрическую схему путем замены параллельных 
ветвей одной эквивалентной ветвью и последовательно соединен-
ных участков цепи  одним участком. 

Предположим, что заданы напряжение U  на зажимах цепи, 
значения всех комплексных сопротивлений 1 4Z Z  и требуется 
рассчитать все токи. Задачу решают методом преобразования схем.  

 
                             а              б 

Рис. 11.5. Смешанное соединение приемников (а) 
и эквивалентная схема преобразования цепи (б) 
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Вначале определяют эквивалентную комплексную проводи-
мость параллельных ветвей с сопротивлениями 2 ,Z  3Z  и 4:Z  

234 2 3 4
2 3 4

1 1 1 .Y Y Y Y
Z Z Z

       

Эквивалентное комплексное сопротивление 234
234

1 .Z
Y

  

Значит, исходную схему можно привести к более простой, со-
стоящей всего из двух последовательно соединенных приемников 
с сопротивлениями 1Z  и 234Z  (рис. 11.5, б). 

Эквивалентное сопротивление всей цепи 1 234.Z Z Z   

По закону Ома ток в неразветвленной части цепи 1 .UI
Z


  

Для расчета токов в параллельных ветвях цепи необходимо 
знать приложенное к ним напряжение 2 ,U  которое можно рассчи-
тать двумя способами: 

1) по второму закону Кирхгофа: 12 1 1 ;U U U U I Z         
2) по закону Ома: 2342 1 .U I Z   

Тогда токи в параллельных ветвях 2
2

2

;UI
Z


  2

3
3

;UI
Z


  2

4
4

.UI
Z


  

Результаты расчетов проверяют по первому закону Кирхгофа: 

1 2 3 4 ,I I I I       
и по балансу мощностей: 

1 2 3 4 ,P P P P P     

где cos ;P UI   cos ;R
Z

   2
1 1 1;P I R  2

2 2 2;P I R  2
3 3 3;P I R  2

4 4 4 .P I R  

Для наглядности расчет цепи синусоидального тока обычно со-
провождают построением векторных диаграмм токов и напряжений. 

Пример 11.2. Определить токи в цепи (рис. 11.6) и построить вектор-
ную диаграмму токов и напряжений, если U = 100 В, R1 = 6 Ом, X1 = 8 Ом, 
R2 = 3 Ом, X2 = 7 Ом, R3 = 2 Ом, X3 = 2 Ом. 
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Рис. 11.6. Схема цепи со смешанным соединением проводников 
 
Решение. Выбираем положительные направления токов и напряже-

ний, указываем их направления на схеме цепи. Записываем комплексные 
сопротивления ветвей:  

53 13
1 1 1 6 8 10  Ом;jZ R jX j e       

66 50
2 2 2 3 7 7,13  Ом;jZ R jX j e       

45
3 3 3 2 2 2,82  Ом.jZ R jX j e       

Эквивалентное комплексное сопротивление параллельных ветвей 
    23 102 3

23
2 3

3 7 2 2
2,8 1, 2 3,05  Ом.

3 7 2 2
jj jZ ZZ j e

Z Z j j
  

    
   

 

Эквивалентное комплексное сопротивление всей цепи 
37 69

1 23 6 8 2,8 1,2 8,8 6,8 11,1 jZ Z Z j j j e          Ом. 

Ток на неразветвленном участке цепи 1 .UI
Z


  

Комплексное напряжение на входе цепи ψ .ujU Ue  Примем началь-

ную фазу 0,u   тогда 0100 100 В.
ojU e 

 
37 69

1
100 7,12 5,5 9  А.

8,8 6,8
jUI j e

Z j
     



  

Как видно, действующее значение тока 2 2
1 7,12 5,5 9 À.I     На-

чальная фаза тока 
1

5,5arctg  37 69 .
7,12i
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Падение напряжения на неразветвленном участке цепи 

    15 45
11 1 7,12 5,5 6 8 86,72 23,96 90  В.U I Z j j j e          

Значит, напряжение на параллельных ветвях 

  61
2 1 100 86,72 23,96 13,28 23,96 27,39  В,jU U U j j e          

 
и соответственно токи в них 

127 762
2

2

13,28 23,96 2, 2 2,84 3,59  А;
3 7

jU jI j e
Z j

 
      



  

163
3

3

13,28 23,96 9,31 2,67 9,69  А.
2 2

jU jI j e
Z j

 
    




  

Результаты вычислений проверим по первому закону Кирхгофа: 

1 2 3 2, 2 2,84 9,31 2,67 7,11 5,51 А.I I I j j j            
Как видно, результаты практически совпадают. Действующие значе-

ния токов есть модули их комплексных значений, а именно: 
2 2

1 7,11 5,51 9 А;I     2 2
2 2,2 2,84 3,59 А;I     

2 2
3 9,31 2,67 9,69 А.I     

Составляем баланс активных мощностей. 
Активная мощность источника питания 

1 cos 100 9 cos 37 69 712,2 Вт,P UI         

где  0 37 69 37 69 ;u i             5 5arctg 37 69
7 11i

, .
,
       

Активные мощности потребителей: 
2 2

1 1 1 9 6 486 Вт;P I R     2 2
2 2 2 3 59 3 38 66 Вт;P I R , ,     

2 2
3 3 3 9 69 2 187 8 Вт.P I R , ,     

В результате 
1 2 3 486 38,66 187,8 712, 46 Вт.P P P P        

Значит, баланс мощностей также выполняется. Следовательно, расче-
ты выполнены правильно. Строим векторную диаграмму, откладывая в 
масштабе комплексной плоскости векторы токов и напряжений (рис. 11.7) 
в соответствии с первым и вторым законами Кирхгофа: 

1 2 3 ;I I I      1 2.U U U     
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Рис. 11.7. Векторная диаграмма токов и напряжений 

 

11.3. Расчет сложных цепей синусоидального тока 
Символический метод особенно эффективен при анализе слож-

ных цепей. Поскольку все методы расчета подобных цепей (метод 
контурных токов, узловых напряжений и др.) базируются на зако-
нах Ома и Кирхгофа, то эти методы могут быть использованы и 
при комплексной форме с заменой соответствующих величин их 
комплексными значениями. Проиллюстрируем это на примере рас-
чета электрической цепи (рис. 11.8) методом двух узлов. 

Под методом двух узлов понимают метод расчета электриче-
ских цепей, где за искомое принимают напряжение между двумя 
узлами схем, с помощью которого затем определяют токи ветвей. 

 
Рис. 11.8. Схема электрической цепи с двумя узлами 
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Чтобы получить расчетную формулу этого метода, рассмотрим 
пример, схема электрической цепи которого приведена на рисун-
ке 11.8. Определим напряжение между двумя узлами Uab, восполь-
зовавшись методом узловых потенциалов. Примем b = 0, тогда 
уравнение будет иметь следующий вид: 

1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 ,a b E E E
Z Z Z Z Z Z Z Z Z

   
            

   
     

или  
   1 2 3 1 2 3 1 2 31 2 3 .a bY Y Y Y Y Y E Y E Y E Y             

Поскольку ,ab a b aU          то напряжение 

1 2 31 2 3

1 2 3

.ab
E Y E Y E YU

Y Y Y
 
 

    

В общем случае 

.kk
ab

k

E Y
U

Y




                                      (11.1) 

Расчет цепи методом двух узлов осуществляют в такой после-
довательности. Задают условное положительное направление на-
пряжения между двумя узлами и рассчитывают его, используя рас-
четную формулу (11.1). Затем задают положительные направления 
токов в ветвях и обозначают их на схеме. По закону Ома для уча-
стка цепи с ЭДС определяют токи в ветвях: 

  .ab k
kk ab k

k

U EI U E Y
Z

    
     

При этом abU  и kE  принимают положительными, если их направ-
ления в схеме совпадают с принятым направлением искомого тока .kI  

Так, для цепи (см. рис. 11.8) уравнения для определения токов в 
ветвях имеют следующий вид: 

1
1

1

;abU EI
Z

 


   2
2

2

;abU EI
Z

 


   3
3

3

.abU EI
Z

 
   

Результаты расчета токов проверяют по первому закону Кирх-
гофа. 
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 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Сформулируйте закон Ома, законы Кирхгофа в комплексной 
форме. 

2. Запишите, как определяются действующие значения токов, 
напряжений по их комплексным значениям. 

3. Определите токи ветвей со смешанным соединением эле-
ментов (рис. 11.9), если в неразветвленной части схемы включен 
конденсатор емкостью С = 33,2 мкФ, а в параллельных ветвях со-
ответственно активное сопротивление R = 10 Ом и индуктивность 
L = 5,97 мГн. Напряжение источника U = 100 В, частота f = 400 Гц. 
Ответ: I = 6,88 А; IR = 8,23 A; IL = 5,49 A. 

4. Используя метод двух узлов, 
определите ток через сопротивле-
ние Z3, если 1Е  = 80 B, E = 30 В, 

1Z  = –j10 Ом, 2Z = 5 Ом, 3Z  = j10 Ом. 
Ответ: 5 А. 

Рис. 11.9 
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12. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ 
С ВЗАИМНОЙ ИНДУКТИВНОСТЬЮ 

12.1. Понятие об индуктивно связанных цепях 
Электрические цепи, в которых изменение тока в одной из вет-

вей может вызвать появление ЭДС в другой ветви, называют ин-
дуктивно связанными или цепями со взаимной индукцией. Возни-
кающую в этом случае ЭДС называют ЭДС взаимной индукции 
(взаимоиндукции). 

Рассмотрим две катушки, расположенные на некотором расстоя-
нии друг от друга (рис. 12.1). 

  

 

Рис. 12.1. Магнитная связь между двумя катушками 
 

Пусть по обмотке первой катушки протекает ток i1, в результа-
те возникает магнитный поток, часть которого Ф11 будет связана с 
витками первой катушки (контура), часть магнитного потока Ф12 
пронизывает витки второй катушки. 

Потокосцепление первой катушки со второй 12  в случае не-
ферромагнитной среды 

12 2 12Ф ,N   
где N2  число витков второй катушки. 
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Если по обмотке второй катушки проходит ток i2, то создается 
магнитный поток, часть которого Ф21 будет пронизывать витки об-
мотки первой катушки и образует потокосцепление 21:  

21 1 21Ф ,N   
где N1  число витков первой катушки. 

Отношение потокосцепления второго контура (катушки) 12  к 
силе тока, возбуждающего это потокосцепление i1, называют взаим-
ной индуктивностью контуров: 

12 2 12
12

1 1

ФNM .
i i


   

Аналогично 

 21 1 21
21

2 2

ФNM .
i i


   

Для двух контуров всегда имеет место равенство на основании 
принципа взаимности, а именно: 12 21 ,M M M   поэтому необхо-
димость в написании индексов отпадает. 

Взаимная индуктивность измеряется в генри (Гн). 
Магнитный поток взаимоиндукции является частью потока од-

ного из контуров, поэтому взаимная индуктивность, как и индук-
тивность, зависит от свойств материалов магнитной цепи, геомет-
рических параметров, числа витков обмоток катушек, а также от их 
взаимного расположения. 

Магнитная связь между двумя контурами характеризуется коэф-
фициентом связи. 

Отношение потока Ф12 ко всему потоку Ф11 

 12 12 11 12 1 1 1 1

11 2 1 11 2 1 1 2 1 2

Ф
Ф

N Mi N MN .
N N N L i N L N
  

    


              
 (12.1) 

Аналогично 

 21 2

22 2 1

Ф
,

Ф
MN
L N

                                        (12.2)  

где L1, L2  индуктивность первой и второй катушек. 
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Каждое из отношений (12.1), (12.2) показывает, какая часть 
магнитного потока, созданного током одной катушки, сцепляется с 
другой. 

Среднее геометрическое этих отношений представляет собой 
коэффициент или степень индуктивной связи K двух катушек 
(см. также п. 5.9): 

 
2

12 21 1 2

11 22 1 2 2 1 1 2

Ф Ф
Ф Ф

M N N M K.
L L N N L L

    

Поскольку магнитный поток Ф11 больше магнитного потока 
Ф12, а Ф22 больше магнитного потока Ф21, то коэффициент связи 
всегда меньше единицы: K < 1. 

В некоторых случаях коэффициент связи приближается к еди-
нице, например у трансформаторов с замкнутым детальным магни-
топроводом. 

Устройство, дающее возможность изменять магнитную связь 
двух катушек, называется вариометром. Он представляет собой 
две катушки, из которых одна может поворачиваться. Магнитная 
связь таких катушек будет зависеть от взаимного расположения 
катушек или от способов их соединений. 

 

12.2. Взаимоиндуктивное сопротивление 
При наличии двух индуктивно связанных катушек L1 и L2 каждая 

из них будет пронизываться двумя магнитными потоками: самоин-
дукции, вызванным собственным током, и взаимоиндукции, вызван-
ным током другой катушки. Следовательно, в каждой катушке инду-
цируются две ЭДС: самоиндукции eL и взаимоиндукции eM. 

В первой катушке 

1 1

1 2
1 1 ;L M

di die e e L M
dt dt

                              (12.3) 

во второй катушке 

2 2

2 1
2 2L M

di die e e L M .
dt dt

                              (12.4) 
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Знак «+» или «» в выражениях (12.3), (12.4) зависит от взаим-
ного направления потоков самоиндукции и взаимоиндукции. 

Если потоки самоиндукции и взаимоиндукции совпадают по 
направлению, ставят знак «», если противоположны  знак «+». 

Явление взаимоиндукции учитывают в расчете реальных электри-
ческих цепей при наличии в них индуктивно связанных катушек. 

Абсолютное значение напряжения, уравновешивающее соот-
ветствующую ЭДС взаимоиндукции:  

,M
diu M
dt


 

или в комплексной форме: 

,MU j MI    

где MM X    реактивное сопротивление взаимоиндукции; 
Mj M Z    комплексное сопротивление взаимоиндукции. 

 
12.3. Согласное и встречное включение катушек 

Для определения знака перед напряжением необходимо пред-
варительно определить, как включены катушки: согласно или 
встречно. Правильное заключение об этом можно сделать, если 
известны направление намотки обмоток катушек на сердечник и 
направление тока в этих обмотках. 

Два вывода, принадлежащих двум разным катушкам, называют 
одноименными, если при одинаковом направлении токов относи-
тельно них магнитные потоки самоиндукции и взаимоиндукции 
совпадают. 

Если к выводам a и c двух катушек (рис. 12.2) подвести токи i1 
и i2 одного направления, то в этом случае потокосцепление второй 
катушки с первой 21  будет совпадать по направлению с потоко-
сцеплением 11  первой катушки, следовательно, зажимы a и c счи-
тают одноименными (начало обмоток). Одноименными в таком 
случае будет и вторая пара зажимов b и d (концы обмоток). 
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Рис. 12.2. Индуктивно связанные катушки 

 
Обычно на схемах электрических цепей сердечники не изобра-

жают, а одноименные зажимы (начало обмоток) помечают точками 
или звездочками (рис. 12.3). 

 
а 

 
б 

Рис. 12.3. Примеры обозначения одноименных зажимов катушек: 
а – точками; б – звездочками 

Индуктивно связанные элементы включены согласно, если на-
правления магнитного потока самоиндукции и магнитного потока 
взаимоиндукции совпадают. При этом возрастает и результирую-
щий поток, сцепляющийся с катушкой. Это имеет место тогда, ко-
гда токи в двух катушках одинаково ориентированы относительно 
одноименных зажимов (рис. 12.4, а). 

  
                                  а                                                          б 

Рис. 12.4. Схемы последовательного включения катушек: 
а  согласно; б  встречно 
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Если магнитный поток взаимной индукции направлен навстре-
чу магнитному потоку самоиндукции, ослабляет его, такое вклю-
чение индуктивно связанных элементов называют встречным. В 
таком случае токи в двух катушках должны быть ориентированы к 
разным зажимам (рис. 12.4, б). 

Если в цепи будет несколько магнитно-связанных катушек, то 
начало и конец обмоток различают для каждой пары отдельно. На-
чала и концы обмоток можно определить экспериментально. 

Расчет электрических цепей с индуктивно связанными катуш-
ками производят символическим методом. При этом используют 
метод уравнений Кирхгофа или метод контурных токов. 

При составлении уравнений по второму закону Кирхгофа учи-
тывают падение напряжения от взаимной индукции с соответст-
вующим знаком. 

Если включение двух катушек согласное, падение напряжения 
от взаимной индукции берут с тем же знаком, что и падение напряже-
ния от самоиндукции, при встречном включении  наоборот. 

 

12.4. Расчет электрических цепей с взаимной 
индуктивностью, последовательное соединение 

Для расчета цепей с индуктивно связанными элементами нель-
зя воспользоваться законом Ома, так как падение напряжения на 
ветви, индуктивно связанной с другой ветвью электрической цепи, 
зависит от токов в этих ветвях. В таких цепях непосредственно 
применимы только законы Кирхгофа и метод контурных токов, 
при этом используется комплексная форма записи законов. 

При составлении уравнений по второму закону Кирхгофа сле-
дует учитывать на индуктивно связанных элементах падение на-
пряжения взаимоиндукции: MU j MI .    

Знак «+» или «» при MU  определяется правилом знаков: если 
включение двух катушек согласное, падение напряжения от взаим-
ной индукции берут с тем же знаком, что и падение напряжения от 
самоиндукции, при встречном включении  знак меняется на про-
тивоположный.  

Расчет цепи с индуктивно связанными катушками рассмотрим 
на примере их последовательного соединения. Две последователь-
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но соединенные индуктивно связанные катушки могут иметь со-
гласное или встречное включение. 

При согласном включении (рис. 12.5) на основании второго за-
кона Кирхгофа имеем уравнение для мгновенных значений токов и 
напряжений: 

1 1 2 2 ,di di di diiR L M iR M L u
dt dt dt dt

        

или в комплексной форме: 

1 1 2 2 ,IR j L I j MI IR j MI j L I U                          (12.5) 

где 1 ,j L I   2j L I 
  соответственно комплексные напряжения са-

моиндукции в каждой катушке; 
j MI 

  комплексное напряжение взаимоиндукции; 

MM X    сопротивление взаимоиндукции; 

MMj M jX Z     комплексное сопротивление взаимоиндукции. 

 
 

Рис. 12.5. Схема согласного включения индуктивно связанных катушек 
 

Из уравнения (12.5) следует, что ток в электрической цепи 

 
 1 2 1 2

,
2

UI
R R j L L M


    

                       (12.6)  

где   с1 2 1 2 2R R j L L M Z        эквивалентное комплексное 
сопротивление цепи при согласном включении катушек; 

1 2 с2L L M L     эквивалентная индуктивность двух катушек 
при согласном включении. 

Уравнение (12.6) проиллюстрируем с помощью векторной диа-
граммы (рис. 12.6), приняв за базовый вектор тока .I  
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Рис. 12.6. Векторная диаграмма тока и напряжений 
при согласном включении двух индуктивно связанных катушек 

 
Напряжение на первой катушке 

1 1 1 ;U IR j L I j MI         

напряжение на второй катушке 

2 2 2U IR j L I j MI.         

При встречном включении катушек (рис. 12.7) на основании 
второго закона Кирхгофа имеем равенство 

1 1 2 2 ,di di di diiR L M iR L M u
dt dt dt dt

       

или в комплексной форме: 

1 1 2 2IR j L I j MI IR j L I j MI U .                          (12.7) 

 

Рис. 12.7. Встречное включение двух катушек 
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Из уравнения (12.7) следует 

 1 2 1 2

,
2

UI
R R j L L M


    

                        (12.8)  

где   в1 2 1 2 2R R j L L M Z        эквивалентное комплексное 
сопротивление цепи при встречном включении катушек; 

1 2 в2L L M L     эквивалентная индуктивность цепи при 
встречном включении катушек. 

Уравнению (12.8) соответствует векторная диаграмма (рис. 12.8). 

jωMI

U1

jωMIjωL1I

jωL2I
U2

U

IR1

IR2

I  

Рис. 12.8. Векторная диаграмма тока и напряжений 
при встречном включении двух индуктивно связанных катушек 

 
Напряжение на первой катушке 

1 1 1 ;U IR j L I j MI       
 

напряжение на второй катушке 

2 2 2U IR j L I j MI .         

Из выражений (12.6), (12.8) с в ,L L  следовательно, с в ,Z Z  
что можно использовать при определении одноименных зажимов 
катушек и взаимной индуктивности. 

Пример 12.1. Две индуктивно связанные катушки с выводами аb и cd 
соединены, как показано на рисунке 12.9. Катушки имеют следующие 
параметры: R1 = 2 Ом; 1L  = 6 Ом; R2 = 4 Ом; 2L  = 4 Ом; М  = 1 Ом. 
Напряжение питания U  = 100 B. Определить ток и напряжения на выводах 
катушек Uаb , Ucd  и построить векторную диаграмму тока и напряжений. 
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Рис. 12.9. Индуктивно связанные последовательно 

соединенные катушки 
 

Решение. Проследив по рисунку 12.9 прохождение тока по виткам 
обеих катушек и применив правило правоходового винта, видим, что маг-
нитные потоки самоиндукции и взаимоиндукции катушек направлены на-
встречу друг другу, таким образом, катушки включены встречно. Заданная 
цепь может быть представлена схемой, показанной на рисунке 12.10.  

 

Рис. 12.10. Схема соединения двух индуктивно связанных катушек 
 
Запишем уравнение второго закона Кирхгофа: 

1 1 2 2IR j L I j Ì I IR j L I j MI U .                 
Искомый ток 

1 1 2 2

100 100 6 8 А;
2 6 10 2 6 8

UI j
R j L R j L j M j j j

    
         

  

2 26 8 10 AI .    
Напряжение на первой катушке по второму закону Кирхгофа 

1 1 (6 8)(2 6 ) (6 8)(2 5) 52 14 В;abU IR j L I j MI j j j j j j                   
2 252 14 53,9 В.abU     
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Напряжение на второй катушке 

2 2 (6 8)(4 4 ) (6 8)(4 3) 48 14 В;cdU IR j L I j MI j j j j j j                  
2 248 14 50 В.cdU     

На рисунке 12.11 представлена векторная диаграмма. По действи-
тельной оси отложен вектор напряжения ,U  вектор тока I  отстает от 
напряжения. Падение напряжения на активном сопротивлении первой 
катушки 1IR  совпадает по фазе c током ,I  падение напряжения на индук-
тивности первой катушки 1Ij L  опережает ток I  по фазе на 90°, падение 
напряжения взаимоиндукции j MI  отстает от тока I  по фазе на 90°. 

 

Рис. 12.11. Векторная диаграмма тока и напряжений 
 
Сумма векторов этих напряжений дает напряжение на первой катуш-

ке .abU  Аналогично проводят векторы падений напряжений второй ка-
тушки. 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Поясните, какие электрические цепи называют индуктивно 
связанными. 

2. Дайте определение взаимной индуктивности и поясните, от 
чего зависит ее величина. 
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3. Запишите, чему равен коэффициент связи двух индуктивно 
связанных катушек. 

4. Запишите, чему равна ЭДС взаимоиндукции. 
5. Объясните, что понимают под согласным и встречным вклю-

чением двух индуктивно связанных катушек. 
6. В каком случае энергия, запасенная в магнитном поле двух 

последовательно включенных катушек, больше при согласном или 
при встречном включении и почему? Ответ: при встречном. 

7. Определите взаимную индуктивность двух катушек, вклю-
ченных последовательно, если при встречном включении их общая 
индуктивность L = 12 МГн, а при согласном L = 62 МГн. Ответ: 
M = 12,5 МГн. 

8. Взаимная индуктивность двух контуров M = 2,2 МГн. Пото-
косцепление первого контура со вторым 12  = 21,45 10  Вб. Оп-
ределите ток во втором контуре. Ответ: I2 = 6,6 А. 
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13. ТРЕХФАЗНЫЕ СИММЕТРИЧНЫЕ ЦЕПИ 

13.1. Трехфазная система ЭДС. Последовательность фаз 
Электрическую энергию вырабатывают, передают на расстоя-

ние и потребляют в основном как энергию трехфазного тока. Это 
объясняется высокой экономичностью генераторов, линий элек-
тропередачи, электродвигателей и других устройств трехфазного тока 
по сравнению с аналогичными устройствами однофазного тока. 

Совокупность трех однофазных цепей, в каждой из которых 
действуют три синусоидальные ЭДС, создаваемые одним источни-
ком, одной и той же частоты, сдвинутые по фазе относительно 
друг друга на 120, называют трехфазной цепью.  

Отдельные части трехфазной цепи называют фазами, например 
отдельные обмотки генератора  фазы генератора. В приемнике 
различают три фазы приемника, в линии электропередачи  три 
фазы линии электропередачи. Иногда фазой называют однофазную 
цепь, входящую в состав трехфазной цепи. По различным фазам 
протекают токи, которые сдвинуты относительно друг друга по 
фазе. 

Таким образом, в электротехнике термин «фаза» имеет два раз-
личных значения: 1) аргумент (угол) синусоидально изменяющейся 
величины; 2) техническое устройство  составная часть трехфаз-
ной цепи. 

На рисунке 13.1 схематично показано устройство трехфазного 
генератора переменного тока. На его статоре расположены три 
одинаковые, но смещенные в пространстве относительно друг дру-
га на 120 обмотки (AX, BY, CZ). Для упрощения каждая обмотка 
показана состоящей только из двух проводников, помещенных в 
диаметрально противоположные пазы статора. Эти проводники на 
заднем торце статора соединены друг с другом. На переднем торце 
они оканчиваются зажимами, которые служат для присоединения 
внешней цепи. 
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Рис. 13.1. Устройство трехфазного генератора 
 

Три обмотки статора называют фазными обмотками или фа-
зами генератора. Причем первые буквы латинского алфавита А, В 
и С обозначают «начала» обмоток, а последние буквы этого же ал-
фавита X, Y и Z  «концы» обмоток.  

На роторе расположена обмотка возбуждения, питаемая посто-
янным током. Ротор является электромагнитом с полюсами N и S. 
При вращении ротора изменяется магнитный поток, пронизываю-
щий витки обмоток статора и, согласно закону электромагнитной 
индукции, в обмотках наводится переменная ЭДС. Генераторы 
конструируют таким образом, чтобы форма ЭДС была близка к 
синусоидальной. 

Наводимые в обмотках ЭДС по величине максимальны, когда 
ось полюсов ротора пересекает проводники статора. Для различ-
ных обмоток это происходит в различные моменты времени, по-
этому наводимые ЭДС не совпадают по фазе. 

Выберем положительные направления ЭДС во всех обмотках 
от концов к началам. В момент времени, соответствующий поло-
жению ротора (см. рис. 13.1), величина ЭДС в обмотке А макси-
мальна и имеет направление, которое принято положительным. 
Положительный максимум ЭДС в обмотке В наступит позже, когда 
ротор повернется на 1/3 оборота. Поскольку один оборот ротора 
двухполюсного генератора происходит за время, равное периоду Т, 
то поворот ротора на 1/3 оборота соответствует 1/3 периода и, сле-
довательно, ЭДС в обмотке В отстает по времени от ЭДС в обмот-
ке А на Т/3, а ЭДС в обмотке С отстает по времени от ЭДС в об-
мотке В также на Т/3. 
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Примем начальную фазу ЭДС обмотки А А = 0, тогда мгно-
венные значения ЭДС 

еA = Em sin t; еB = Em sin [(t – T/3)]; еC = Em sin [(t – 2T/3)]. 
Учтем, что 

2 2 ,
3 3 3
T Т

T
  

 

 и запишем  
еB = Em sin (t – 2/3) = Em sin (t – 120);                    (13.1) 

еС = Em sin (t – 4/3) = Em sin (t – 240) = Em sin (t + 120).  (13.2) 

Из выражений (13.1), (13,2) видно, что ЭДС в обмотке В отста-
ет от ЭДС в обмотке А по фазе на 120, а ЭДС в обмотке С опере-
жает ЭДС в обмотке А по фазе на 120º. 

Комплексные действующие значения ЭДС будут равны: 

2
m

А
ЕЕ   = ЕА; 

120j
B ÀE E e    = ЕА (cos 120 – j sin 120) = EА(–0,5 – j0,866); 

120j
Ñ ÀE E e



   = ЕА (cos 120 + j sin 120) = EА(–0,5 + j0,866). 
График мгновенных значений и векторная диаграмма ЭДС 

трехфазного генератора для рассмотренного случая показаны на 
рисунке 13.2.  

e

0

eB eC

1
3T T t +1

+j

EA

EC

EB

+120°

–120°

eA

1
2T

 
                                 а                                                          б 

Рис. 13.2. Мгновенные ЭДС (а) 
и векторная диаграмма ЭДС (б) трехфазного генератора 
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Приведенная выше совокупность ЭДС в обмотках трехфазного 
генератора называется симметричной трехфазной системой ЭДС 
(так как все ЭДС равны по амплитуде и отстают по фазе относи-
тельно друг друга на один и тот же угол 120). 

Порядок, в котором ЭДС в фазных обмотках генератора прохо-
дит через одинаковые значения (например, через положительные 
максимумы), называют последовательностью фаз или порядком 
чередования фаз. При указанном на рисунке 13.1 направлении 
вращения ротора получаем последовательность фаз АВСА и т. д. 
Если изменить направление вращения ротора на противоположное, 
получим последовательность фаз АСВА и т. д. 

Последовательность фаз АВСА и т. д. называют прямой, АСВА 
и т. д.  обратной.  

Существуют два основных способа соединения обмоток гене-
раторов, трансформаторов и фаз приемников в трехфазных цепях: 
соединение звездой и соединение треугольником. 

 
13.2. Несвязанная трехфазная система 

электрических цепей 
Фазные обмотки трехфазного генератора можно соединить с 

тремя приемниками энергии шестью проводами. Такую трехфаз-
ную цепь называют несвязанной. 

Несвязанная трехфазная система практически не применяется, 
тем не менее она помогла найти основные способы соединения фаз 
источника, приемника, уяснить основные соотношения между не-
которыми величинами при объединении фазных цепей. 

Схема трехфазной системы (рис. 13.3) содержит три электриче-
ски несвязанные цепи, каждая из которых состоит из обмотки ис-
точника (фаза источника), приемника (фаза приемника) и двух со-
единительных проводов и представляет фазу трехфазной системы. 
Действующие в фазах ЭДС, напряжение и токи называются соот-
ветственно фазными величинами. Если сопротивление соедини-
тельных проводов настолько мало, что ими можно пренебречь, то 
фазные напряжения источника и приемника будут одинаковые.  
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Рис. 13.3. Несвязанная трехфазная система электрических цепей 
 
Токи, проходящие через фазу источника или приемника, назы-

ваются фазными IA, IB, IC (см. рис. 13.3). 
При анализе режимов работы трехфазных цепей важно знать 

условные положительные направления ЭДС в каждой фазе, напря-
жения и токов, так как от этого зависят знаки в уравнениях, со-
ставляемых по законам Кирхгофа. За условно положительное на-
правление ЭДС в каждой фазе источника принимают ее направле-
ние от конца обмотки к началу и условно положительное направ-
ление напряжения фазы источника от начала к концу. Направление 
же фазных токов совпадает с направлением ЭДС в каждой фазе 
(см. рис. 13.3). 

Положительное направление напряжения на фазе приемника 
совпадает с положительным направлением тока в фазе. 

 

13.3. Соединение обмоток генератора звездой 

Если концы обмоток генератора объединить в общую точку  
нейтральную, то образуется так называемое соединение звездой 
(условное обозначение Y). Подобным образом можно объединить 
концы фаз приемника в общую нейтральную точку. 

Появилась возможность три обратных провода (см. рис. 13.3) 
объединить в один общий провод (рис. 13.4). 
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Рис. 13.4. Схема трехфазной цепи при соединении фаз генератора 

и приемника звездой 
 

Провод, соединяющий нейтральные точки генератора и прием-
ника, называют нейтральным. Таким образом, при переходе от не-
связанной цепи к электрически связанной произошло уменьшение 
числа проводов, что экономически выгодно. 

В соответствии с рисунком 13.4 положительное направление 
тока в нейтральном проводе – от нейтральной точки приемника к 
нейтральной точке генератора. 

Провода, соединяющие начала фаз генератора с началом фаз 
приемника, называются линейными. 

В трехфазных электрически связанных цепях помимо фазных 
величин используют линейные величины. Токи в линейных прово-
дах называются линейными. Положительное направление линей-
ных токов – от генератора к приемнику. Из рисунке 13.4 видно, что 
фаза генератора, линейный провод, фаза приемника соединены по-
следовательно и по ним протекает один и тот же ток. Следователь-
но, при соединении фаз генератора и приемника звездой линейный 
ток Iл равен фазному IФ. 

Напряжение между линейными проводами называется линейным 
(междуфазным). Положительные направления линейных напряжений 
взяты в направлении ABCA  UAB, UBC, UCA (см. рис. 13.4). 

Сопротивления фазных обмоток генератора малы и их, как пра-
вило, принимают равными нулю, поэтому фазные напряжения ге-
нератора равны фазным ЭДС: 
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;A АU Е 

 
;B BU Е 

 
C CU Е . 

 Следовательно, фазные напряжения генератора симметричны, 
т. е. равны по величине и сдвинуты по фазе на 120º: 

120= ;j
A AU U e 

 

120 ;j
B AU U e  

 

120j
C AU U e . 

 Определим соотношение между фазными и линейными напря-
жениями на генераторе, соединенном звездой. 

Составим уравнение по второму закону Кирхгофа для контура 
АВNА (см. рис. 13.4): 

AU  + BU – AU  = 0. 
Выразим комплексное значение линейного напряжения: 

ABU  = AU  – BU , 
аналогично 

BCU = BU – CU , CAU = CU – ,AU  
т. е. комплексные значения линейных напряжений равны разности 
соответствующих комплексных значений фазных напряжений. 

Построим векторную диаграмму фазных и линейных напряже-
ний (рис. 13.5). 

+1

+j

UA

30°

UB

UC UAB

UBC

UCA –UB

–UC

–UA

 
Рис. 13.5. Векторная диаграмма фазных 

и линейных напряжений 
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При построении векторной диаграммы допускаем, что началь-
ная фаза напряжения на фазе А генератора uA = 0. 

Для построения векторов линейных напряжений используем 
следующие выражения: 

ABU  = AU  – BU  = AU  + (– BU ); 

BCU  = BU  + (– CU ); 

CAU  = CU  + (– AU ). 

Из вершины тупого угла равнобедренного треугольника со сто-
ронами ,AU  – ,BU  ABU  проведем перпендикуляр. Поскольку тупой 
угол между векторами фазных напряжений равен 120, то острый 
угол будет равен 30. Следовательно, из полученного прямоуголь-
ного треугольника 

1
2

UAB = UA cos 30 = UA
3 ,

2   или л ф3U U .  

Таким образом, для симметричной системы фазных напряже-
ний при соединении фаз генератора звездой линейные напряжения 
будут больше фазных напряжений в 3  раз. Кроме того, из век-
торной диаграммы видно, что линейные напряжения опережают 
соответствующие фазные напряжения на 30 (вращение векторов 
против хода часовой стрелки). Линейные напряжения в комплекс-
ной записи имеют следующий вид: 

ABU  = 3 АU еj30; BCU = 3 BU еj30; CAU  = 3 CU еj30.  

В трехфазных низковольтных цепях используется шкала на-
пряжений: 127, 220, 380 и 660 В. Каждое следующее напряжение 
больше предыдущего в 3  раз. Если фазное напряжение UФ = 
= 127 В, то линейное Uл = 220 В и т. д. 

Трехфазный приемник соединяют звездой, если его фазы рас-
считаны на напряжение в 3  раз меньше линейного напряжения 
трехфазной цепи. 
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Пример 13.1. Напряжение фазы А генератора изменяется по закону: 
o141 sin ( 40 ) В.Au t    Записать систему фазных и линейных напряже-

ний в комплексной форме для действующих значений. 
Решение. Так как система напряжений генератора симметрична, то 

фазные напряжения равны и сдвинуты относительно друг друга на 120. 
Действующее значение напряжения фазы А определяется по формуле 

141 100 В.
2 2

mA
A

UU     

Из условия задачи видно, что начальная фаза o40uA .   
Комплексные значения фазных напряжений определяются по сле-

дующим формулам: 
o40100  В;uAj j

A AU U e e   
o o o o120 40 120 80100 100  В;j j j j

B AU U e e e e      

o o o o120 40 120 160100 100  В.j j j j
C AU U e e e e     

Напряжение ABU  опережает напряжение AU  на 30 и больше в 

3  раз: 
o o o o30 40 30 703 3 100 173j j j j

AB AU U e e e e .      

Учитывая сдвиг линейных напряжений относительно друг друга на 
120, определяем их значения: 

o o o o120 70 120 50173 173  В;j j j j
BC ABU U e e e e       

o o o o120 70 120 190173 173  В.j j j j
CA ABU U e e e e     

 

13.4. Соединение обмоток генератора треугольником 
Фазы генератора или приемника можно соединить треугольни-

ком (условное обозначение ∆). Покажем сначала, как можно полу-
чить такую трехфазную цепь из необъединенной системы 
(рис. 13.6), в которой три фазные обмотки генератора соединены 
шестью проводами с тремя приемниками. 
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Рис. 13.6. Необъединенная трехфазная цепь 
 

Чтобы получить соединение фазных обмоток генератора тре-
угольником (см. рис. 13.6), соединим конец x первой обмотки с 
началом B второй обмотки, конец y второй обмотки  с началом C 
третьей обмотки и конец z третьей обмотки  с началом A первой 
обмотки. 

Аналогичным образом соединяются и фазы приемника. 
Поскольку трехфазная система ЭДС симметрична и в любой 

момент времени алгебраическая сумма ЭДС фаз генератора равна 
нулю, то никакого дополнительного (уравнительного) тока в об-
мотках генератора не возникает. 

После объединения обмоток генератора напряжения между на-
чалом и концом каждой фазы не изменяются, т. е. эти фазные на-
пряжения одинаковы для несвязанной (см. рис. 13.6) и связанной 
(рис. 13.7) систем. Поэтому токи в фазах приемника, т. е. фазные токи 

,ABI  ,BCI  ,CAI  в связанной системе такие же, как и в несвязанной. То-
ки в каждом из трех объединенных (линейных) проводов – линейные 
токи – определяются на основании первого закона Кирхгофа. 

Положительное направление линейного тока  от генератора к 
приемнику: 

;A ÀB CAI I I     
;B BC ABI I I     

C CA BCI I I .     
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Рис. 13.7. Трехфазная цепь при соединении генератора 

и приемника треугольником 
 
Каждая фаза генератора и каждая фаза приемника включены 

между двумя линейными проводами. Поэтому при соединении фаз 
треугольником линейное напряжение равно фазному напряжению. 

Итак, обмотки генератора могут соединяться как звездой, так и 
треугольником. Однако на практике обмотки генераторов соеди-
няются только звездой. Это связано с тем, что при соединении тре-
угольником при отклонении ЭДС фаз источника от синусоидаль-
ной формы или от симметричной системы сумма мгновенных ЭДС 
не будет равна нулю. Следствием этого даже в режиме холостого 
хода будут возникать токи, ухудшающие рабочие характеристики 
генератора. 

Если соединение обмоток генератора выполнено неправильно, 
т. е. в одну точку соединены концы или начала только двух фаз, то 
суммарная ЭДС в контуре треугольника отлична от нуля, равна 
ЭДС фазы, что вызывает большой ток. Это аварийный режим для 
источника питания. 

При соединении обмоток треугольником фазное напряжение 
равно линейному, что требует усиления изоляции фаз. 

13.5. Расчет симметричных трехфазных цепей 
Трехфазный приемник называют симметричным, если ком-

плексные сопротивления всех фаз одинаковы. Если к симметрич-
ному трехфазному приемнику приложена симметричная система 
напряжений, то получается симметричная система токов. Режим 
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трехфазной цепи, при котором трехфазные системы напряжений и 
токов симметричны, называется симметричным. 

Допустим, в схеме, приведенной на рисунке 13.4, ZA = ZB = ZC. 
Для расчета токов в фазах приемника используем закон Ома: 

1AN
A

A

U
I .

Z



  

Обычно заданными являются напряжения источника питания, а не 
приемника. Для контура АN1NА (см. рис. 13.4) составим уравнение по 
второму закону Кирхгофа: 

1АNU – AU  = 0, поэтому 
1АNU  ,AU  анало-

гично 

1BNU  = BU  = 120 ;j
AU e   

1СNU  = CU  = 120j
AU e .  

Напряжения на фазах приемника равны соответствующим на-
пряжениям на фазах генератора, поэтому 

;A
A

A

UI
Z


  В

В
В

UI
Z


  = 

120
120 ;

j
jA

A
A

U e I e
Z

 
 

   

C
C

C

UI
Z


  = 

120
120

j
jA

A
A

U e I e .
Z




   

Токи в фазах приемника равны по величине и сдвинуты по фазе 
на 120º, поэтому расчет можно выполнить для одной фазы (обычно 
это фаза А приемника). 

Ток в нейтральном проводе определяют, используя первый за-
кон Кирхгофа: 

120 120(1 ) 0j j
N A B C AI I I I I e e .              

В симметричном режиме работы трехфазной цепи ток в ней-
тральном проводе равен нулю. К симметричным приемникам отно-
сятся трехфазные электродвигатели, трехфазные нагревательные 
устройства. При соединении этих приемников звездой нейтраль-
ный провод не применяют. 

Если в трехфазной цепи в симметричном режиме нейтральный 
провод отсутствует, то для расчета токов нейтральные точки гене-
ратора и приемника в схеме цепи можно соединить нейтральным 
проводом с сопротивлением NZ  = 0. Это не изменит величин токов 
в фазах. Расчет токов выполняют для одной фазы. 
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Аналитический расчет трехфазных цепей рекомендуется сопро-
вождать построением векторных диаграмм. 

Для трехфазных цепей чаще используют топографическую диа-
грамму. Она представляет собой диаграмму комплексных потен-
циалов точек электрической цепи. Напряжение между двумя лю-
быми точками электрической цепи изображается вектором, соеди-
няющим соответствующие точки диаграммы. 

Точку электрической цепи, потенциал которой принят равным ну-
лю, на топографической диаграмме помещают в начало координат. Для 
электрической цепи это нейтральная точка генератора N (рис. 13.8). 

 

Рис. 13.8. Топографическая диаграмма напряжений 
 и векторная диаграмма токов при симметричном режиме 

и соединении звездой 
 
На рисунке 13.8 приведены топографическая диаграмма на-

пряжений и векторная диаграмма токов при симметричном режиме 
и активно-индуктивном характере нагрузки (  0) для цепи, изо-
браженной на рисунке 13.4. 

Концы векторов напряжений ,AU  ,BU  CU  соответствуют по-
тенциалам точек А, В, С цепи, изображенной на рисунке 13.4. В 
симметричном режиме точка N1 на диаграмме будет совпадать с 
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точкой N, поскольку их потенциалы одинаковы. Направление век-
торов напряжений на топографической диаграмме противополож-
но порядку индексов напряжений, так как по правилу вычитания 
векторов вектор, равный разности двух векторов, соединяет концы 
этих векторов и направлен к уменьшаемому: ABU  = AU  – BU .  В при-
веденном выражении вектор AU    уменьшаемое. 

Пример 13.2. Определить токи в трехфазной цепи, где генератор и 
приемник соединены звездой. При этом линейное напряжение генератора 
Uл = 380 В, а сопротивления фаз приемника 4 3 Ом.A B CZ Z Z j     
Построить векторную диаграмму фазных напряжений и токов. 

Решение. Поскольку режим работы трехфазной цепи симметричный 
(комплексные сопротивления фаз приемника одинаковы), расчет ведут на 
одну фазу. Так как фазные токи равны, их равенство можно записать в 
виде 

фA B CI I I I .    
По закону Ома ток фазы А определяется следующим выражением: 

1AN
A

A

U
I .

Z



  

Здесь 
1

,AN AU U   так как 
1

0N NU .  
Фазное напряжение генератора определим по выражению 

л
ф

380 220 В.
3 2

U
U     

Приняв начальную фазу напряжения AU  за нуль, комплексное значе-
ние напряжения записываем в следующем виде:  

ф 220 В,AU U   
тогда 

220 35 2 26 4 А.
4 3AI , j ,

j
  




 
Действующее значение тока в фазе А  

2 235 2 26 4 44 А.AI , ,  
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Строим векторную диаграмму фазных напряжений и токов (рис. 13.9). 

 

Рис. 13.9. Векторная диаграмма фазных напряжений и токов 
 
Рассмотрим симметричный режим трехфазной цепи при соеди-

нении приемников треугольником (см. рис. 13.7). 
Так как система линейных напряжений симметрична, а ком-

плексные сопротивления фаз приемника равны между собой, в це-
пи создается симметричная система фазных и линейных токов, т. е. 
фазные токи будут равны и смещены друг от друга на 120°. Следо-
вательно, расчет фазного тока приемника достаточно выполнить 
для одной фазы (обычно это фаза AB) по закону Ома для дейст-
вующих значений 

2 2
AB

AB
AB AB

UI
R X




 

или для комплексных значений 

AB
AB

AB AB

UI .
R jX




  

Для определения соотношения между линейными и фазными 
токами в симметричном режиме и при соединении треугольником 
построим векторные диаграммы напряжений и токов (рис. 13.10). 
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Рис. 13.10. Векторные диаграммы напряжений 
и токов при симметричном режиме для схемы, 

изображенной на рисунке 13.7 
 

При построении диаграммы напряжений допускают, что на-
чальная фаза 

ABU  напряжения ABU  равна нулю. Характер нагрузки 
в этом случае принят активно-индуктивный. Поэтому фазные токи 
отстают от соответствующих фазных напряжений на угол . Для по-
строения векторов линейных токов использованы выражения 

( ),A AB CA AB CAI I I I I          ( ),B BС ABI I I      ( ).С СA BCI I I      

Из вершины тупого угла равнобедренного треугольника со сто-
ронами ,ABI  ,CAI   AI  опустим перпендикуляр на вектор AI . Тупой 
угол между векторами двух фазных токов равен 120, значит, и 
острый угол равен 30. Следовательно, из прямоугольного тре-
угольника получаем 

1
2

IA = IAB cos 30 = IAB
3 ,

2   или Iл = 3 Iф. 



 

 265 

Таким образом, при симметричной нагрузке приемника, соеди-
ненного треугольником, после определения фазного тока ф АВI I  

определяем линейный по соотношению л ф3I I .  

Пример 13.3. В трехфазную сеть с линейным напряжением 220 В и 
частотой 50 Гц включен приемник, который соединен треугольником и 
имеет одинаковую нагрузку, по фазам состоящую из катушки с индук-
тивностью L = 0,3 Гн и последовательно включенного с ней резистора с 
активным сопротивлением 20 Ом. Определить действующие значения 
линейных и фазных токов. 

Решение. Для соединения треугольником фазное напряжение равно 
линейному: ф л 220 В.U U   Полное сопротивление нагрузки в фазе  

2 2 2 2( ) 20 (2 3 14 50 0 3) 96 Ом.Z R L , ,          
Здесь 2 f .   
Ток в фазе 

ф
ф

220 2 3 А.
96

U
I ,

Z
  

 Поскольку режим нагрузки симметричный, то 

л ф3 3 2 3 3 98 4 А.I I , ,    

 
 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Дайте определение трехфазной цепи. 
2. Изложите основные принципы получения трехфазной систе-

мы ЭДС.  
3. Поясните, что понимают под фазой в трехфазной цепи. 
4. Запишите мгновенные и комплексные значения ЭДС трех-

фазного генератора, систему фазных и линейных напряжений ге-
нератора, фазы которого соединены по схеме звезда. 

5. Приведите графическое изображение системы фазных и ли-
нейных напряжений генератора при соединении звездой. 

6. Назовите соотношения между фазными и линейными напря-
жениями, токами при соединении звездой. 
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7. Объясните назначение нейтрального провода. 
8. Дайте определение трехфазной симметричной системы ЭДС. 
9. В каком случае трехфазный приемник является симметрич-

ным? 
10. Когда имеет место симметричный режим трехфазной цепи? 
11. В симметричной трехфазной цепи приемник соединен звез-

дой. Сопротивление фазы приемника Rф = 10 Ом, линейный ток 
Iл = 22 А. Определите линейное напряжение. Ответ: Uл = 380 В. 

12. Расскажите, как соединяют фазы приемника треугольником. 
13. Запишите соотношения между линейными и фазными на-

пряжениями и токами при соединении приемника треугольником в 
симметричном режиме. 

14. В симметричной трехфазной цепи приемник соединен тре-
угольником, сопротивление фазы приемника Rф = 10 Ом, линейный 
ток Iл = 38 А. Определите напряжение на фазе приемника. Ответ: 
Uф = 220 В. 

15. Объясните, почему при симметричном режиме трехфазной 
цепи расчет можно вести на одну фазу. 

16. Выполните построение векторной диаграммы напряжений и 
токов при схемах соединения звездой, треугольником. 

17. Трехфазные симметричный приемник и генератор соедине-
ны звездой с нейтральным проводом. Линейное напряжение равно 

л 3 380 В.U    Произошел обрыв одной фазы. Чему после этого 
будет равно фазное напряжение на остальных фазах приемника? 
Ответ: 380 В. 

18. Трехфазные симметричный приемник и генератор соедине-
ны звездой. Чему равно отношение линейного тока к фазному току 
приемника? Ответ: 3 . 

19. Трехфазные симметричный приемник и генератор соедине-
ны звездой без нейтрального провода. Линейное напряжение равно 

л 380 В.U   Произошло короткое замыкание одной фазы приемни-
ка. Чему будет равно напряжение на остальных фазах приемника? 
Ответ: 380 В. 

20. Трехфазные симметричный приемник и генератор соедине-
ны треугольником. Фазный ток приемника равен ф 3 А.I   Чему 
равен линейный ток приемника? Ответ: 3 А. 
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21. Трехфазные симметричный приемник и генератор соедине-
ны звездой. Линейное напряжение равно л 3 127 В.U    Чему рав-
но фазное напряжение приемника? Ответ: 127 В. 

22. Трехфазные симметричный приемник и генератор соедине-
ны треугольником. Чему равно соотношение линейного и фазного 
напряжений в приемнике? Ответ: 1. 

23. Трехфазные симметричный приемник и генератор соедине-
ны треугольником. Линейное напряжение равно л 380 В.U   Про-
изошел обрыв одной фазы приемника. Чему будет равно напряже-
ние на остальных фазах приемника? Ответ: 380 В. 
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14. ТРЕХФАЗНЫЕ НЕСИММЕТРИЧНЫЕ ЦЕПИ 

14.1. Расчет несимметричной трехфазной цепи 
при соединении источника и приемника звездой 

Рассмотрим расчет токов в трехфазной четырехпроводной цепи 
(рис. 14.1).  

 

Рис. 14.1. Трехфазная четырехпроводная цепь 
 
Допустим, ZA  ZB  ZC, т. е. приемник несимметричный. Со-

противление нейтрального провода мало и им можно пренебречь: 
0NZ .  

По второму закону Кирхгофа для контура AN1NA (см. рис. 14.1) 
составим уравнение: 

1
0,А ANU U     откуда 

1AN AU U .   Аналогич-

но 
1BNU  = ,BU  

1CNU  = ,CU  т. е. напряжения на фазах приемника 
равны напряжениям на фазах генератора. 

Токи в фазах приемника определяем по закону Ома: 

1AN
A

A

U
I

Z



  = A

A

U
Z


; 1BN

B
B

U
I

Z



  = B

B

U
Z


; 1CN

C
C

U
I

Z



  = C

C

U
Z


. 

Ток в нейтральном проводе N A B CI I I I .       
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Анализируя трехфазную цепь при соединении звездой с ней-
тральным проводом, приходим к выводу, что изменение нагрузки в 
любой фазе приводит к изменению тока в данной фазе и тока в 
нейтральном проводе. Приемники работают по этой схеме незави-
симо друг от друга, как и в схемах с электрически несвязанными 
фазами. 

Пример 14.1. Определить токи в трехфазной цепи (см. рис. 14.1), ес-
ли фазное напряжение генератора Uф = 220 В, сопротивления фаз прием-
ника: 10AZ  Ом, 10BZ j

 
Ом, 10CZ j   Ом, сопротивление нейтраль-

ного провода 0NZ   Ом. Построить топографическую диаграмму напря-
жений и векторную диаграмму токов. 

Решение. Если 0,NZ   то фазные напряжения генератора равны 
фазным напряжениям приемника: 

1 ô 220 B;A ANU U U   

1

120 220 ( 0,5 0,866) 110 190 В;j
B BN AU U U e j j          

 
1

120 220 ( 0,5 0,866) 110 190 В.j
С СN AU U U e j j         

 Токи в фазах приемника находим по закону Ома: 

 1 220= 22 А,
10

AN
A

А

U
I

Z
 




 
действующее значение IA = 22 A; 

1 110 190= 19 11 А,
10

BN
B

B

U jI j
Z j

 
   


  2 219 11 22 А;BI     

1 110 190= 19 11 А,
10

СN
С

С

U jI j
Z j

 
   




  2 219 11 22 А.СI     

Ток в нейтральном проводе 
22 19 11 19 11= 16 А, 16 А.N A B C NI I I I j j I            

 При построении топографической диаграммы напряжений и вектор-
ной диаграммы токов (рис. 14.2) на комплексной плоскости в масштабе 
откладывают векторы напряжений ( AU , BU , CU , ABU , ,BCU  CAU ) и 

токов ( AI , BI , CI , NI ). 
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Рис. 14.2. Топографическая диаграмма напряжений 
и векторная диаграмма токов 

 
Рассмотрим трехфазную цепь, приемник и генератор которой 

соединены звездой без нейтрального провода при несимметричной 
нагрузке фаз приемника: A B CZ Z Z   (рис. 14.3). 

 

Рис. 14.3. Трехфазная цепь при соединении фаз генератора 
и приемника звездой без нейтрального провода 
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При неравномерной нагрузке фазные напряжения приемников 
для цепи (см. рис. 14.3) будут отличаться от фазных напряжений 
генератора, так как между нейтральными точками существует на-
пряжение 

1
,N NU  называемое напряжением смещения нейтрали. 

По второму закону Кирхгофа для контура AN1NA (см. рис. 14.3) 

1 1
 0,A AN N NU U U       

откуда 

 
1 1AN A N NU U U .                                     (14.1) 

Аналогично для других фазных напряжений 
 

1 1
;BN B N NU U U                                     (14.2) 

 
1 1CN C N NU U U .                                      (14.3) 

Очевидно, что, определив напряжение смещения нейтрали, 
можно определить фазные напряжения приемника. 

Напряжение между нейтральными точками 
1N NU  можно опре-

делить, используя метод двух узлов. Поскольку фазные напряжения 
генератора равны фазным ЭДС, получим следующее выражение: 

1N NU  = A B CA B C

A B C

U Y U Y U Y
Y Y Y
 
 

  
.                       (14.4) 

Напряжения на фазах приемника определяем по выражениям 
(14.1)(14.3). После этого по закону Ома находим токи: 

1AN
A

A

U
I

Z



 ; 1BN
B

B

U
I

Z



 ; 1CN
C

C

U
I

Z



 . 

В связи с отсутствием нейтрального провода 

0A B CI I I .      

Построим топографическую диаграмму напряжений трехфаз-
ной цепи (рис. 14.4). 
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+1

+j

UAB

UBC

UCA

UA

UB

UC

N

N1

A

B

C

UCN

UAN

UBN

UN N

1

1

1

1

 

Рис. 14.4. Топографическая диаграмма напряжений цепи, 
изображенной на рисунке 14.3  

 
Положение точки N1 на диаграмме (см. рис. 14.4) определяется 

значением вектора 
1N NU .  На топографической диаграмме видно, 

что напряжения на фазах приемника 
1
,ANU  

1
,BNU  

1CNU  различны по 

величине из-за наличия напряжения 
1N NU .  Поскольку все прием-

ники рассчитаны на стандартное (номинальное) напряжение, их 
эксплуатация в этом случае невозможна. 

Пример 14.2. Определить токи в трехфазной цепи. Приемник и гене-
ратор соединены звездой без нейтрального провода ( NZ   ). Фазное 
напряжение генератора ф 220U   В, сопротивления фаз 10AZ   Ом, 

10BZ j  Ом, 10CZ j   Ом. 

Решение. Поскольку нагрузка несимметрична, отсутствует нейтральный 
провод, появляется напряжение между нейтральными точками приемника и 
генератора, которое определяется по выражению 

1

A B CA B C
N N

A B C

U Y U Y U YU
Y Y Y
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1 1 1220 ( 110 190) ( 110 190)
10 10 ( 10) 160 В

1 1 1
10 10 10

j j
j j .

j j

     


  
   

Напряжения на фазах приемника равны: 

1 1
220 160 380 В;AN A N NU U U      

 
1 1

110 190 160 50 190 В;ВN B N NU U U j j           

1 1
110 190 160 50 190 В.CN C N NU U U j j           

Фазные токи равны: 

1 380 38 А,
10

AN
A

A

U
I

Z
  


  действующее значение 38 А;AI   

1 2 250 190 19 5 А, 19 5 19,6 А;
10

BN
B B

B

U jI j I
Z j


       


  

1 2 250 190 19 5 А, 19 5 19,6 А.
10

СN
С С

С

U jI j I
Z j


       




  

Проверку расчета токов проводят согласно первому закону Кирхгофа: 

0; 38 19 5 19 5 0A B CI I I j j .         
 

Если трехфазная цепь четырехпроводна с ощутимым сопротив-
лением нейтрального провода ( 0NZ  ) и несимметричным прием-
ником, то порядок расчета такой же, как и для случая ,NZ   
т. е. при отсутствии нейтрального провода согласно выражениям 
(14.1)(14.3). Отличие  в формуле определения напряжения 

1N NU  
(14.4) в том, что в формуле (14.5) учитывается комплексная прово-
димость нейтрального провода:  

 
1

1

A B CA B C
N N

A B C N

U Y U Y U YU .
Y Y Y Y

 


  

                         (14.5) 

Из рассмотренных примеров расчета трехфазных цепей при со-
единении фаз звездой можно сделать некоторые выводы: из равен-
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ства 0,A B CI I I      справедливого для трехпроводной цепи (со-
единение звездой без нейтрального провода), следует, что измене-
ние сопротивления в какой-либо фазе приведет к изменению тока в 
двух других фазах, при которых сумма векторов трех токов будет 
равна нулю. Это изменение токов происходит за счет изменения 
фазных напряжений или, как говорят, перекоса фазных напряже-
ний, причем на фазе с меньшей нагрузкой действует повышенное 
напряжение, а на фазах с большей нагрузкой  пониженное, что 
нежелательно. Значительный перекос напряжений наблюдается 
при неоднородной нагрузке (сопротивления фаз различны по ха-
рактеру), при этом фазные напряжения могут превышать по значе-
нию линейные. 

Соединение приемников звездой без нейтрального провода 
применяется только тогда, когда заведомо известно, что приемник 
симметричный, например трехфазный электродвигатель. 

Для обеспечения симметричной системы фазных напряжений 
приемника при несимметричной нагрузке используют нейтраль-
ный провод, который служит для уравнивания потенциалов ней-
тральной точки генератора с нейтральной точкой приемника, обес-
печивая тем самым генераторное напряжение на нагрузке. Система 
фазных напряжений генератора симметрична при любой нагрузке. 
Сопротивление нейтрального провода должно быть весьма малым, 
так как при его наличии возможно появление напряжения смеще-
ния нейтрали  1 NN N NU I Z .   

В нейтральном проводе запрещена установка предохранителей 
или выключателей, чтобы избежать его отключения. 

 

14.2. Расчет несимметричной трехфазной цепи 
при соединении приемников треугольником 

Трехфазный приемник соединяют треугольником, когда его фа-
зы рассчитаны на напряжение, равное линейному напряжению 
трехфазной цепи (рис. 14.5). 
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IA

IB

IC

UABUCA

UBC

EBAEAC

ECB

IAC

ICB
IBA

A

BC

A

BC

ZABZCA

ZBC
IABIBC

ICA

 

Рис. 14.5. Трехфазная цепь при соединении фаз генератора 
и приемника треугольником 

 
При несимметричной нагрузке AB BC CAZ Z Z   для определе-

ния фазных токов используют закон Ома в комплексной форме, пред-
варительно записав систему линейных напряжений генератора: 

AB ABU U ; 120 ;j
BC ABU U e    120j

CA ABU U e .    
Токи в фазах: 

 AB
AB

AB

UI
Z


 ; BC

BC
BC

UI
Z


 ; CА

СА
CА

UI .
Z


                    (14.6) 

Линейные токи определяют на основании первого закона Кирх-
гофа: 

A AB CAI I I    ; B BC ABI I I    ; C CA BCI I I .                (14.7) 

Пример 14.3. Несимметричный трехфазный приемник, соединенный 
треугольником (см. рис. 14.5), имеет 10 Ом;ABZ   6 8 Ом;BСZ j   

6 8 Ом.СAZ j  Напряжение сети Uл = 200 В. Определить линейные токи, 
построить векторную диаграмму напряжений и токов. 

Решение. Поскольку фазные напряжения равны линейным, то их 
комплексы равны:  

200 В;ABU 
 

120200  В;j
BCU e 

 

120200  В.j
CAU e 

 Комплексные фазные токи равны:  
200 20 А;
10

AB
AB

AB

U
I

Z
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120200 200 ( 0,5 0 866)= = 19 8 2 4 А;
6 8 6 8

j
BС

BС
BC

U e j ,I , j ,
Z j j

   
   

 


  

120200 200 ( 0,5 0 866)= = 19 8 2 4 А.
6 8 6 8

j
СA

CA
СA

U e j ,I , j ,
Z j j

  
   

 


  

Действующие значения фазных токов равны: 

IAB = 20 A; 2 219 8 2 4 20 А.BC CAI I , ,     
Линейные комплексные токи равны: 

20 19,8 2,4 39,8 2,4 A;A AB CAI I I j j        

 19,8 2,4 20 39,8 2,4 A;B BC ABI I I j j          

 19,8 2,4 19,8 2,4 4,8 A.C CA BCI I I j j j         

 Действующие значения линейных токов равны:  
2 239 8 2 4 39 87 А;AI , , ,   2 239 8 2 4 39 87 А;BI , , ,  

 
IC = 4,8 A.

 При построении векторной диаграммы напряжений и токов (рис. 14.6) 
на комплексной плоскости откладывают векторы напряжений ( ,ABU CBU  
и CAU ) и фазных токов ( , , AB BС CAI I I   ). Линейный ток AI  получают сумми-
рованием векторов ABI  и CAI  , ток BI   суммированием векторов BÑI  и 

ABI  , ток CI   суммированием векторов CAI  и .BСI   

+1

+j

UAB

UBC

UCA

IC

IB IA

IAB

IBC

ICA

–IAB

–IBC

–ICA

 

Рис. 14.6 
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Проанализировав выражения (14.6) и (14.7), следует заметить, 
что при соединении треугольником фазы приемника работают не-
зависимо друг от друга. 

Изменение сопротивления в какой-либо фазе приемника вызы-
вает изменение тока только в этой фазе, а также двух линейных 
токов, между проводами которых находится фаза с измененным 
сопротивлением. 

При обрыве линейного провода трехфазная цепь преобразуется 
в однофазную, что приводит к уменьшению напряжений на фазах, 
связанных с данным линейным проводом. Режим работы цепи ава-
рийный. 

Если сопротивления линейных проводов не равны нулю 
(рис. 14.7, а), то из-за падения напряжения в них при соединении 
приемника треугольником не обеспечивается независимость рабо-
ты фаз приемника. 

   
                             а                                                                      б 

Рис. 14.7. Трехфазная цепь с приемником, соединенным: 
а  треугольником, б  звездой 

 
В этом случае для расчета цепи (см. рис. 14.7, а) треугольник 

заменяют эквивалентным соединением звездой (рис. 14.7, б), опре-
деляя сопротивление лучей звезды по следующим формулам: 

 
;ab ca

A
ab bc ca

Z ZZ
Z Z Z


 

 

 
;bc ab

B
ab bc ca

Z ZZ
Z Z Z
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ca bc
C

ab bc ca

Z ZZ .
Z Z Z


 

 
При симметричной нагрузке сопротивление луча эквивалент-

ной звезды в 3 раза меньше сопротивления стороны треугольника: 

 

òð
çâ 3

Z
Z .

 После замены треугольника звездой получаем цепь с соедине-
нием звездой без нейтрального провода и определяем линейные 
токи. Затем находим линейные напряжения приемника, соединен-
ного звездой, используя второй закон Кирхгофа. После этого опре-
деляем фазные токи приемника по закону Ома. 

Пример 14.4. Определить токи на всех участках цепи при несиммет-
ричном режиме (см. рис. 14.7, а), если линейное напряжение генератора 

лU  = 380 В, комплексные сопротивления линии и комплексные сопротив-
ления фаз приемника, соединенных треугольником, равны: 

лАZ  = 3,02 + j5,855 Ом; лBZ = 1,11 + j2,36 Ом; лCZ = 2,65 + j7,32 Ом; 

аbZ = 8,85 + j1,75 Ом; bcZ = 9,94 + j10,25 Ом; caZ = 6,43  j1,31 Ом. 
Решение. Заменим приемник, соединенный треугольником, эквива-

лентным приемником, соединенным звездой (см. рис. 14.7, б), и найдем 
комплексные сопротивления лучей звезды: 

   8,85 1,75 6,43 1,31
8,85 1,75 9,94 10,25 6,43 1,31

ab ca
a

ab bc ca

j jZ ZZ
Z Z Z j j j

 
  

      
 

1,98 0,855 Ом;j 

    8,85 1,75 9,94 10,25
8,85 1,75 9,94 10,25 6,43 1,31

ab bc
b

ab bc ca

j jZ ZZ
Z Z Z j j j

 
  

      
 

= 3,89 + j2,646 Ом; 

 

   9,94 10,25 6,43 1,31
8,85 1,75 9,94 10,25 6,43 1,31

bc ca
c

ab bc ca

j jZ ZZ
Z Z Z j j j

 
  

      
 

 = 3,35 + j0,68 Ом. 
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Заменим линию и приемник одним эквивалентным приемником, со-
единенным звездой (рис. 14.8). 

 

Рис. 14.8 
 
При этом: 

ZА = ZлА + Za = 3,02 + j5,855 + 1,98 – j0,855 = 5 + j5 Ом; 
ZB = ZлB + Zb = 1,11 + j2,36 + 3,89 + j2,646 = 5 + j5 Ом; 
ZC = ZлC + Zc = 2,65 + j7,32 + 3,35 + j0,68 = 6 + j8 Ом. 

Рассчитываем полученную трехфазную цепь (см. рис. 14.8), для чего 
oпределяем напряжение 

1
:N NU  

1N NU  = ,A B CA B C

A B C

U Y U Y U Y
Y Y Y
 
 

  

 
где 

AU  = л

3
U = 380

3
= 220 В; 

120 120220 110 190 В;j j
B АU U e e j          

120 120220  110 190 В;j j
С АU U e e j        

1 1 0,1 0,1 См;
5 5A

A

Y j
Z j

   


 1 1 0,06 0,08 См;
6 8C

C

Y j
Z j

   


 

 = 0,1  0,1 См;B AY Y j   

1

120 120220(0,1 0,1) 220 (0,1 0,1) 220 (0,06 0,08)
0,1 0,1 0,1 0,1 0,06 0,08

j j

N N
j e j e jU

j j j

      
 

    
  

= 19,86 – j16,3 B. 
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Определяем фазные напряжения эквивалентного приемника: 

1 1AN А N NU U U     220 – 19,86 + j16,3 = 200,14 + j16,3 B; 

1 1BN В N NU U U      –110 – j190 – 19,86 + j16,3 = – 129,86 – j173,7 B; 

1 1CN С N NU U U      –110 + j190 – 19,86 + j16,3 = – 129,86 + j 206,3 B. 

Определяем токи , , :A B CI I I    

1 AA ANI U Y    (200,14 + j16,3) (0,1 – j0,1) = 21,644 – j18,384 A; 

1 BB BNI U Y    (–129,86 – j173,7)(0,1 – j0,1) = –30,356 – j4,384 A; 

1 CC CNI U Y    (–129,86 + j206,3)(0,06 – j0,08) = 8,7124 + j22,7668 A. 
Проверку значений токов проводят согласно первому закону Кирхгофа: 

0;A B CI I I    

 A B CI I I     21,644 – j18,384 – 30,356 – j4,384 + 8,7124 + j22,7668 = 
= 0,0004 – j0,0012 ≈ 0. 

Действующие значения токов: 
28,4AI   А; 30,7BI  А; 24,4CI   А. 

Определяем линейные напряжения , , ab bc caU U U    на приемнике, со-
единенном звездой, по второму закону Кирхгофа, используя схему 
(см. рис. 14.7, б):  

a bab A BU I Z I Z     = (21,644 – j18,384)(1,98 – j0,855) – (–30,356 – j4,384)  
 (3,89 + j2,64) = 133,4 + j42,65 B; 

b cbc B CU I Z I Z     = (30,356 – j4,384)(3,89 + j2,64) – (8,7124 + j22,7668)  
 (3,89 + j2,64) = 133,4 + j42,65 B; 

( )ca ab bcU U U     = –(133,4 + j42,65 – 120,185 – j179,57) = 
 = –13,22 + j136,92 B. 

По закону Ома определяем токи ,abI  ,bcI  :caI  
133,4 42,65

8,85 1,75
ab

ab
ab

U jI
Z j


 



  = 15,42 + j1,77 A; 

120,185 179,57
9,94 10,25

bc
bc

bc

U jI
Z j

 
 



 = –14,89 – j2,71 A; 

13 22 136 92
6 43 1 31

ca
ca

ca

U , j ,I
Z , j ,

 
 




 = – 6,14 + j20,05 A. 
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Действующие значения токов: 
2 215,42 1,77 15,5abI     А; 2 214,89 2,71 15,2bcI     А; 

2 26,14 20,05 20,9caI    А. 
  

14.3. Определение мощности 
в трехфазных электрических цепях 

Активная мощность несимметричной трехфазной цепи равна 
сумме активных мощностей отдельных ее фаз:  

P = PA + PB + PC = UAIA cos A + UBIB cos B + UCIC cos C, 
где A = uA  iA; B = uB  iB; C = uC  iC. 

Реактивная мощность несимметричной трехфазной цепи 
Q = QA + QB + QC = UAIA sin A + UBIB sin B + UCIC sin C. 

Полная мощность несимметричной трехфазной цепи вычисля-
ется по формуле 

S = P Q2 2 . 
Для расчета мощностей несимметричной трехфазной цепи 

удобно использовать комплексную мощность, которая определяет-
ся по формуле 

S = 
*

А AU I  + 
*

B BU I  + 
*

C CU I  = P + jQ, 

где , , 
* * *

A B CI I I   сопряженные комплексные токи соответствующих 
фаз. 

Отличие сопряженного комплексного тока от комплексного  
при j знак меняется на противоположный. 

Например, 

3 4; 3 4
*

A AI j I j .     
Активная мощность симметричной трехфазной цепи 

P = 3Pф = 3 UфIф cos . 
Примем во внимание, что при соединении ветвей приемника 

звездой 

Uф = л

3
U   и  Iф = Iл,                                 (14.8) 
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а при соединении ветвей приемника треугольником 

Uф = Uл  и  Iф = л

3
I .                              (14.9) 

Подставим соотношения (14.8) и (14.9) в выражение активной 
мощности и получим выражение (независимо от вида соединения): 

P = 3 UлIл cos . 
Следует отметить, что в выражении (14.9)   это сдвиг по фазе 

между фазным напряжением и током.  
Аналогично для реактивной и полной мощностей симметрич-

ной трехфазной цепи имеем соответствующие выражения: 
Q = 3 UфIф sin  или Q = 3 UлIл sin ; 

S = 3UфIф  или  S = 3 UлIл. 
Определим мгновенную мощность трехфазного приемника при 

симметричном режиме. Для этого запишем мгновенные значения 
фазных напряжений и токов, приняв начальную фазу напряжения 
uA равной нулю: 

uA = Uф 2 sin t;  iA = Iф 2 sin (t  ); 

uB = Uф 2 sin 2
3

t    
 

;  iB = Iф 2 sin 2
3

t     
 

; 

uC = Uф 2 sin 2
3

t    
 

;  iC = Iф 2 sin 2
3

t    
 

. 

Затем запишем выражения мгновенной мощности каждой фазы 
приемника: 

pA = uAiA = Uф 2 Iф 2 sin t sin (t  ) =  

 = ф ф 2
2

U I
[cos (t  t + )  cos (2t  )] =  

= UфIф cos   UфIф cos (2t  ); 

pB = uBiB = UфIф cos   UфIф cos 4
3

t    
 

; 

pC = uCiC = UфIф cos   UфIф cos 4
3

t    
 

. 
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При суммировании мгновенных мощностей трех фаз вторые 
слагаемые в сумме дадут нуль. Поэтому мгновенная мощность 
трехфазного приемника при симметричном режиме не зависит от 
времени и равна активной мощности трехфазной цепи: 

p = pA + pB + pC = 3Uф Iф cos  = P. 
Многофазные цепи, в которых мгновенное значение мощности 

постоянно, называются уравновешенными. 
Постоянство мгновенных значений мощности создает благо-

приятные условия для работы генераторов и двигателей (с точки 
зрения их механической нагрузки), так как отсутствуют пульсации 
вращающего момента, наблюдающиеся у однофазных генераторов 
и двигателей. 

Пример 14.5. В трехфазной цепи приемник соединен звездой с ней-
тральным проводом. Комплексные сопротивления его фаз: 

10 10AZ j  Ом; 10BZ  Ом; 10CZ j Ом; фазное напряжение генерато-
ра равно 100 В; 0NZ .  Составить баланс активной и реактивной мощно-
стей. 

Решение. Для определения активной и реактивной мощностей необ-
ходимо, используя закон Ома, рассчитать фазные токи, для чего запишем 
систему фазных напряжений. Если принять начальную фазу напряжения 
фазы А, равной нулю ( 0

AU  ), то: 

ф 100 В;AU U 
 
 

o o120 120100  В;j j
B AU U e e     

o o120 120100  В.j j
C AU U e e    

Токи будут равны:  
o45100 5 5 7,1

10 10
jA

A
A

U
I j e

Z j
    




 А. 

Действующее значение 7,1AI   А, начальная фаза o45 ;
Ai

    
o

o
120

120100 10
10

j
jB

B
B

U eI e
Z


  

 А. 

Действующее значение 10BI  А, начальная фаза o120 ;
Bi

    
o

o
120

30100 10
10

j
jC

C
C

U eI e
Z j

  
 А. 
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Действующее значение 10CI  А, начальная фаза o30
Ci

.   
Баланс активных мощностей предусматривает соблюдение следую-

щего равенства: 
ист потрP Р .

 Активную мощность приемника можно определить, используя закон 
Джоуля  Ленца: 

2 2 2 2
потр 7 1 10 10 10 1504A A B BP I R I R ,        Вт. 

Активную мощность генератора определяют по следующему выражению: 

ист    =  cos cos cos A В С A A A B B B C C CP P P P U I U I U I .       

 Углы сдвига фаз определяют по начальным фазам напряжения и тока фаз: 
о о

о о о

о о о

   0 ( 45 ) 45 ;

120 ( 120 ) 0 ;

   120 30 90 ;

A A

B B

С С

A u і

В u і

С u і

       

        

      

ист 100 7,1 cos 45 100 10 cos 0 100 7,1 cos 90 1503 Вт.P             

1504 1503.  
Наблюдаем баланс активных мощностей. 
Баланс реактивных мощностей предусматривает соблюдение следу-

ющего равенства: 
ист потр ,Q Q

 где 
2 2 2 2

потр 7,1 10 10 10 1504 вар;A A C CQ I X I X      

 o
ист    

o o

sin sin sin 100 7,1 sin 45

      + 100 10 sin 0 100 10 sin 90 1503 вар.
A A A B B B C C CQ U I U I U I        

   
 

1504 1503. . 
Наблюдаем баланс реактивных мощностей. 
 

14.4. Симметричные составляющие несимметричной 
трехфазной цепи. Метод симметричных составляющих 
Для анализа и расчетов несимметричных режимов в трехфаз-

ных цепях широко применяют метод симметричных составляю-
щих. Он основан на представлении любой трехфазной несиммет-
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ричной системы величин (токов, напряжений, магнитных потоков) 
в виде суммы трех симметричных систем: прямой, обратной и ну-
левой последовательностей. 

Допустим, что имеется несимметричная система токов 
, , A B CI I I .    Величины, относящиеся к системам прямой, обратной и 

нулевой последовательностей, отметим соответственно индексами 
1, 2 и 0. На рисунке 14.9 показаны векторные диаграммы симмет-
ричных составляющих токов всех трех последовательностей. 

 
                    а                                       б                                    в 

Рис. 14.9. Векторные диаграммы симметричных систем токов прямой (а), 
обратной (б) и нулевой (в) последовательностей  

 
Система токов прямой последовательности (рис. 14.9, а) состо-

ит из трех векторов, равных по величине, и имеет порядок следо-
вания фаз А, В, С. Система токов обратной последовательности 
(рис. 14.9, б) состоит из трех векторов, равных по величине, и име-
ет порядок следования фаз А, C, B. Система токов нулевой после-
довательности (рис. 14.9, в) образована тремя векторами, совпа-
дающими по фазе. Для этих трех систем можно записать следую-
щие выражения: 

1BI  = 
1AI е– j120; 

1СI  = 
1AI е j120; 

2BI  = 
2AI е j120; 

2СI  = 
2AI е– j120; 

0 0 0A B CI I I    . 

Комплексное число е j120 называется фазным множителем и 
сокращенно обозначается буквой а: 

a = е j120 = cos 120 + j sin 120 =  1
2

 + j 3
2

. 
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Умножение вектора на а соответствует повороту его против на-
правления движения часовой стрелки на 120º. 

Комплексное число 

е–j120 = е j240 = е j120е j120 = а2; 

а2 = е–j120 = cos 120 – j sin 120 =  1
2

 – j 3
2

. 

Умножение вектора на а2 соответствует повороту его по на-
правлению движения часовой стрелки на 120º. 

При помощи фазного множителя симметричные составляющие 
прямой и обратной последовательностей можно записать следую-
щим образом: 

1
;AI  

1BI  = a2
1
;AI  

1ÑI  = a
1
;AI  

2
;AI  

2BI  = a
2
;AI  

2ÑI  = a2
2AI .  

Кроме того, а3 = е j360 = 1. 
Следовательно, a4 = a3a = a; a5 = a3a2 = a2 и т. д. При этом 1, а и 

а2 образуют симметричную систему единичных векторов (рис. 14.10). 
Их сумма равна нулю, т. е. 

1 + a + a2 = 0.                                   (14.10) 

 
Рис. 14.10. Симметричная система единичных векторов 

 
Докажем, что любую несимметричную систему (например, токов 

, , A B CI I I   ) можно разложить на симметричные системы прямой, обрат-
ной и нулевой последовательностей. Если это имеет место, то 

AI  = 
1AI  + 

2AI  + 
0
;AI  

BI  = 
1BI  + 

2BI  + 
0
;BI  

СI  = 
1СI  + 

2СI  + 
0СI .  
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Запишем эти равенства, выразив симметричные составляющие то-
ков в фазах В и С через симметричные составляющие тока в фазе А: 

AI  = 
1AI  + 

2AI  + 
0
;AI                             (14.11) 

BI  = a2
1AI  + a

2AI  + 
0
;AI                          (14.12) 

ÑI  = a
1AI  + a2

2AI  + 
0AI .                          (14.13) 

Из полученных трех уравнений однозначно можно определить 
токи 

1
,AI  

2AI  и 
0
,AI  что доказывает возможность разложения за-

данной несимметричной системы токов ,  ,  A B CI I I    на три симмет-
ричные системы. 

После сложения уравнений (14.11)(14.13) получим выражение 

A B CI I I     = (1 + a2 + a)
1AI  + (1 + a + a2)

2AI  + 3
0AI , 

из которого с учетом уравнения (14.10) найдем выражение для оп-
ределения тока нулевой последовательности: 

0AI  = 1
3
 A B CI I I .                                (14.14) 

Умножив уравнение (14.12) на а, уравнение (14.13) на а2 и сло-
жив полученные уравнения с уравнением (14.11), находим состав-
ляющую тока прямой последовательности по выражению 

1AI  = 1
3
 2

A B CI аI а I .                             (14.15) 

Умножив уравнение (14.12) на а2, уравнение (14.13) на а и сло-
жив полученные уравнения с уравнением (14.11), находим состав-
ляющую тока обратной последовательности по выражению  

2AI  = 
3
1  2

A B CI а I аI .                               (14.16) 

Симметричные составляющие других трехфазных систем (на-
пряжений, ЭДС, магнитных потоков) можно найти по уравнениям, 
аналогичным формулам (14.14)(14.16). 

Формулы (14.14)(14.16) позволяют найти несимметричную сис-
тему токов ,  ,  A B CI I I   , а также других величин (напряжений, ЭДС, 
магнитных потоков), если известны ее симметричные составляющие. 
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На рисунке 14.11 показан метод графического нахождения век-
торов 

0
,AI  

1AI  и 
2AI  симметричных составляющих тока фазы А по 

заданным векторам ,  ,  A B CI I I    несимметричной системы токов. 
Для графических построений использованы формулы (14.11)–
(14.13). 

 
                                               а                                              б 

 

 
                                               в                                                        г 

 

+1

+j

IA IB= IC=
+1

+j

IA

IB

+1

+j

IA

IB

IC

IC1

1 1 1

1

1 2 2

2

 
д 

Рис. 14.11. Векторная диаграмма несимметричной системы токов (а); 
графическое определение составляющих нулевой (б), прямой (в) 

и обратной (г) последовательностей тока фазы А; 
векторные диаграммы симметричных составляющих токов трех фаз (д) 
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Симметричные составляющие токов и напряжений могут быть 
не только вычислены, но и измерены при помощи специальных 
электрических измерительных систем, называемых фильтрами 
симметричных составляющих токов и напряжений. Эти фильтры 
получили широкое применение в релейной защите электроэнерге-
тических цепей. 

Следует обратить внимание на некоторые свойства трехфазных це-
пей в отношении симметричных составляющих токов и напряжений. 

1. В нейтральном проводе ток равен сумме линейных токов и, 
следовательно, тройному значению составляющей тока нулевой 
последовательности.  

2. Если нейтральный провод отсутствует, линейные токи не содер-
жат составляющей нулевой последовательности, так как векторная 
сумма линейных токов в любом режиме работы цепи равна нулю. 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Запишите значения фазного множителя для выражения то-
ков, напряжений прямой и обратной последовательностей. 

2. Объясните, как разложить графически несимметричную трех-
фазную систему величин на три симметричные. 

3. Несимметричный трехфазный приемник соединен звездой с 
нейтральным проводом: ZА = 15 Ом; ZВ = 12 Ом; ZС = 10 Ом; ZN = 0. 
Фазное напряжение на приемнике равно 120 В. Определите ток в 
нейтральном проводе и активную мощность приемника. Ответ: 
IN = 3,45 A; P = 3600 Вт. 

4. К трехфазному генератору, соединенному звездой и имею-
щему фазное напряжение, равное 120 В, подключен несимметрич-
ный трехфазный приемник, соединенный звездой без нейтрального 
провода. При этом: ZА = 15 Ом; ZВ = 12 Ом; ZС = 10 Ом; ZN = . Оп-
ределите напряжения на фазах приемника. Ответ: UAN1 = 133 B; 
UBN1 = 120 B; UCN1 = 108 B. 

5. Несимметричный трехфазный приемник соединен треуголь-
ником: ZАВ = j10 Ом; ZВC = 20 Ом; ZСA = j10 Ом. Линейное на-
пряжение равно 200 В. Определите линейные токи, активную, ре-
активную и полную мощности приемника. Ответ: IA = 34,6 A; 
IB = 29 A; IC = 12,37 A; P = 2000 Вт; Q =  8000 вар; S = 8246 ВА. 
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15. ВРАЩАЮЩЕЕСЯ МАГНИТНОЕ ПОЛЕ 

15.1. Понятие пульсирующего магнитного поля 
На рисинке 15.1 условно изображена катушка в виде одного 

витка в поперечном разрезе. Допустим, что через катушку прохо-
дит синусоидальный ток i = Im sin t. 

 

Рис. 15.1. Магнитное поле витка с током 
 
Крестиком и точкой показано положительное направление то-

ка. Вокруг проводника с током создается магнитное поле. Картину 
магнитного поля графически изображают линиями магнитной ин-
дукции B.


 Направление линий магнитной индукции определяют 

по правилу правоходового винта. Принятому положительному на-
правлению тока соответствует положительное направление векто-
ра магнитной индукции ,B


 указанное стрелкой вдоль оси катушки. 

Когда ток отрицателен, вектор магнитной индукции имеет проти-
воположное направление, показанное на рисунке 15.1 пунктиром. 

Таким образом, изменение направления тока в катушке при-
водит к изменению направления вектора магнитной индукции B


 

вдоль оси катушки. При этом магнитное поле изменяется (пульси-
рует) вдоль оси катушки. Такое магнитное поле называется пульси-
рующим. Оно пульсирует во времени с частотой .  Примером соз-
дания пульсирующего магнитного поля может служить обмотка 
однофазного двигателя. Ротор такого двигателя не может вращать-
ся. Чтобы его запустить, нужна дополнительная пусковая обмотка, 
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которая создает вращающий момент. При этом пусковая обмотка 
соединяется последовательно с конденсатором или активным со-
противлением и подключается параллельно рабочей обмотке. Под-
ключение конденсатора или активного сопротивления дает сдвиг 
фаз между токами в обмотках, близкий к 90°, что вызывает появ-
ление вращающегося магнитного поля статора. 

Если статор имеет лишь одну обмотку, питаемую от сети сину-
соидальным током, тогда МДС этой обмотки создает пульсиру-
ющий в пространстве магнитный поток, который наводит пере-
менную ЭДС и ток в короткозамкнутой обмотке ротора. МДС ста-
тора и ротора будут равны и противоположны по направлению, 
результирующая МДС равна нулю и, следовательно, пусковой мо-
мент равен нулю, ротор не вращается. Однако если ротор при по-
мощи какой-либо посторонней силы привести во вращение, то в 
дальнейшем он будет вращаться, хотя эта сила будет снята. Он сам 
увеличит частоту вращения до номинальной и может преодолеть 
механическое торможение. Это явление можно объяснить, если 
представить пульсирующее магнитное поле в виде суммы двух 
вращающихся в противоположных направлениях магнитных по-
лей. Оба магнитных потока создают равные по значению и проти-
воположные по направлению вращающие моменты ротора. Поэто-
му ротор не может сам прийти в движение. Вращающий момент 
влево меньше вращающего момента вправо, и ротор будет вра-
щаться вправо. Если придать начальное вращение ротору влево, 
ротор потом сам будет продолжать вращаться влево. Амплитудные 
значения МДС вращающихся полей одинаковы и равны половине 
амплитудного значения МДС пульсирующего поля. 

  

15.2. Вращающееся магнитное поле 
Одним из основных преимуществ трехфазной системы токов 

является возможность получения вращающегося магнитного поля, 
на котором основан принцип действия наиболее распространенных 
типов двигателей переменного тока. 

Ознакомимся с получением вращающегося магнитного поля на 
примере. Для этого расположим три одинаковые катушки АХ, ВY, 
СZ под углом 120º относительно друг друга (рис. 15.2, а). Катушки 
подключим соответственно к фазам А, В и С источника питания. При 
этом токи в катушках iA, iB, iC   будут симметричны (рис. 15.2, б). 
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Рис. 15.2. Положительные направления токов в катушках (а) 
и график симметричной системы токов (б) 

 
Рассмотрим схематические картины магнитного поля для раз-

личных, следующих друг за другом моментов времени. Для мо-
мента времени t = t1 (см. рис. 15.2, б) значения токов в катушках 
будут следующие: iA > 0, iB < 0, iC < 0. Направления токов в катуш-
ках и схематическая картина магнитного поля, созданного токами 
трех катушек, показаны на рисунке 15.3, а, где пунктирной линией 
изображены две магнитные линии. 

  
a                                                 б                                                   в 

Рис. 15.3. Направления токов в катушках 
и картины магнитного поля для различных моментов времени 

 
Для момента времени t = t2, iB  > 0, iA  < 0, iC  < 0 направления то-

ков в катушках и схематическая картина поля даны на рисун-
ке 15.3, б. За время, равное Т/3, магнитное поле повернулось в про-
странстве на 1/3 оборота. 
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Для момента времени t = t3, iC > 0, iA < 0, iB < 0 направления то-
ков в катушках и схематическая картина поля даны на рисун-
ке 15.3, в. Для момента времени t = t4, iA > 0, iB < 0, iC < 0 направле-
ния токов в катушках и схематическая картина поля будут такими 
же, как на рисунке 15.3, а. 

Сопоставление схематических картин магнитного поля, приве-
денных для различных, следующих друг за другом моментов вре-
мени, наглядно показывает вращение магнитного поля. В течение 
одного периода переменного тока магнитное поле таких катушек 
совершает один полный оборот. 

Направление вращения магнитного поля зависит исключи-
тельно от последовательности фаз токов в катушках. Если сохра-
нить подключение катушки АX к фазе А источника питания, ка-
тушку ВY подключить к фазе С, а катушку СZ  к фазе В, то на-
правление вращения поля изменится на противоположное. 

 

15.3. Принцип действия асинхронного двигателя 
Асинхронный двигатель (рис. 15.4, а) состоит из двух частей: не-

подвижной  статора и подвижной  ротора. В статоре расположена 
трехфазная обмотка, по которой проходит трехфазный ток, вследствие 
этого в статоре создается вращающееся магнитное поле. В роторе рас-
положена короткозамкнутая обмотка типа беличьего колеса. 

  
                                        а                                                   б 

Рис. 15.4. Принцип устройства трехфазного асинхронного двигателя (а); 
макет вращающегося магнитного поля 

и короткозамкнутого витка обмотки ротора (б) 



15. Вращающееся магнитное поле 

 294 

Поскольку вращающееся магнитное поле статора изменяется 
относительно неподвижной обмотки ротора, то по закону электро-
магнитной индукции в обмотке ротора наводится ЭДС. Поскольку 
обмотка ротора является короткозамкнутой, то по ней (от наведен-
ной ЭДС) пойдет ток. 

Заменим вращающееся магнитное поле статора вращающимся 
постоянным магнитом. Между полюсами этого магнита поместим 
один короткозамкнутый (т. е. замкнутый на себя) виток обмотки 
ротора (рис. 15.4, б). Если магнитное поле вращается по часовой 
стрелке, относительно него виток вращается против часовой стрел-
ки. Согласно правилу правой руки, в верхнем проводнике витка 
появится ток, направленный к нам, а в нижнем – от нас. Кроме то-
го, имеем два проводника с токами, помещенные в магнитное поле. 
Согласно закону Ампера, на проводники будут действовать меха-
нические силы. По правилу левой руки нa верхний проводник сила 
будет направлена вправо, на нижний  влево. При этом создается 
вращающий момент, и ротор начнет вращаться в направлении 
вращения поля с частотой на 2–5 % меньше, чем частота вращаю-
щего поля. Если допустить, что ротор догонит поле, то при одина-
ковых угловых скоростях магнитное поле относительно обмотки 
ротора неподвижно, следовательно, в обмотке ротора не наведется 
ЭДС, не будет тока и не будет вращающего момента. 

Двигатель называется асинхронным потому, что его ротор 
вращается не синхронно с вращающим магнитным полем, созда-
ваемым обмотками статора. Угловая частота вращения магнитного 
поля обмоток статора больше угловой частоты вращения ротора. 
Отношение разности этих частот к частоте магнитного поля обмо-
ток статора называют скольжением s: 

1 2

1

,s  



  

где 1   угловая частота вращения магнитного поля, создаваемого 
обмотками статора; 

2   угловая частота вращения ротора электродвигателя.  
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 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Расскажите, как образуется пульсирующее магнитное поле. 
2. Охарактеризуйте условия получения вращающегося магнит-

ного поля. 
3. Объясните принцип действия асинхронного двигателя. 
4. Поясните название электрического двигателя «асинхрон-

ный», «с короткозамкнутым ротором». 
5. Определите скольжение двигателя, если угловая частота вра-

щения магнитного поля обмоток статора равна 3000 об/мин, а уг-
ловая частота вращения ротора  2850 об/мин. Ответ: 5 %. 
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16. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ 
НЕСИНУСОИДАЛЬНЫМИ ЭДС, 
НАПРЯЖЕНИЯМИ И ТОКАМИ 

16.1. Причины возникновения несинусоидальности ЭДС, 
напряжений и токов 

При генерировании, трансформации, распределении и потреб-
лении электрической энергии могут возникать искажения формы 
синусоидальных ЭДС, напряжений и токов. В машинных генерато-
рах переменного тока кривая распределения магнитной индукции 
вдоль зазора несколько отличается от синусоиды. По мере износа 
подшипников генератора зазор между статором и ротором изменя-
ется, что вызывает искажение кривых наводимых ЭДС в обмотках 
генератора. Они становятся несинусоидальными. 

Несинусоидальные токи в цепях возникают и при синусоидаль-
ных ЭДС и напряжениях источников электрической энергии, если 
цепи содержат нелинейные элементы. Так, в катушке с ферромаг-
нитным магнитопроводом, которая является нелинейным элемен-
том, при синусоидальном напряжении сети ток несинусоидалъный. 
Подобное явление наблюдается в электрических сетях, например, 
когда в качестве осветительных приборов используются люминес-
центные лампы низкого или высокого давления, а также выпрями-
тели, сварочные аппараты и другие установки, имеющие нелиней-
ные вольт-амперные характеристики. Нелинейные элементы ши-
роко используются в электрических цепях автоматики, управления, 
релейной защиты и т. д. Эти нелинейные элементы (стабилизаторы 
напряжения, умножители и делители частоты, магнитные усилите-
ли и т. п.) приводят к искажению формы кривых напряжения или 
тока. 

Появление в электрических цепях несинусоидальных напряже-
ний и токов приводит к весьма нежелательным последствиям. Не-
синусоидальные токи вызывают дополнительные потери мощно-



 

 297 

сти, ускоряют износ электрооборудования, ухудшают характери-
стики двигателей, создают большие помехи в линиях связи, кана-
лах телемеханики и т. д.  

16.2. Разложение периодической несинусоидальной 
кривой в тригонометрический ряд Фурье 

Как известно, любая периодическая функция ( ),f t  удовлет-
воряющая условиям Дирихле, т. е. имеющая на каждом конечном 
интервале конечное число разрывов первого рода и конечное число 
максимумов и минимумов, может быть разложена в тригонометри-
ческий ряд Фурье. Периодические несинусоидальные ЭДС, напря-
жения и токи в реальных электрических цепях удовлетворяют ус-
ловиям Дирихле. Поэтому, например, для периодической несину-
соидальной ЭДС можно записать 

0 1  1 2  2 3  3( ) sin ( ) sin (2 ) sin (3 )m m me t E E t E t E t ...          

 0  
1

sin ( ) sin ( ).km k km k
k

... E k t ... E E k t




                     (16.1) 

Первый член ряда E0 называется постоянной составляющей 
ЭДС или нулевой гармоникой, второй член 1  1sin ( )mE t    ос-
новной синусоидой или первой гармоникой, а все остальные члены 
ряда вида  sin ( )km kE k t   при k > 1 носят название высших гар-
моник. 

В выражении (16.1) k  номер гармоники. Он показывает, во 
сколько раз частота k-гармоники больше основной частоты. Ос-

новная угловая частота 2
T


  , где T  период несинусоидальной 

периодической ЭДС. 
В общем случае ряд Фурье содержит бесконечное число чле-

нов, но, как правило, можно ограничиться некоторым конечным 
числом членов ряда. Для вычисления коэффициентов ряда Фурье 
целесообразно его члены представить через синусоиды и косину-
соиды без начальных фаз. Тогда для любой k-й гармоники имеем  
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     sin ( ) cos sin sin cos km k km k km kE k t E k t E k t        

 
 

  sin cos km kmB k t C k t.   

 Таким образом, 

 0   
1 1

( ) sin cos km km
k k

e t E B k t C k t.
 

 

                     (16.2) 

Постоянная составляющая E0 и коэффициенты Bkm и Ckm, как 
известно из курса математики, определяются при помощи следу-
ющих формул: 

0
0

1 ( ) ;
T

E e t dt
T

   
0

2 ( ) sin ;
T

kmB e t k tdt
T

   
0

2 ( ) cos 
T

kmC e t k tdt.
T

    (16.3) 

Имея Bkm и Ckm, нетрудно вычислить амплитуду и начальную 
фазу k-гармоники: 

2 2 ;km km kmE B C   arctg km
k

km

C .
B

                      (16.4) 

Аналогично можно разложить в ряд Фурье несинусоидальные 
токи и напряжения. Разложение в ряд Фурье встречающихся в 
электротехнике периодических кривых геометрически правильной 
формы приведено в справочных таблицах. Если справочные дан-
ные отсутствуют или требуются аналитические решения, можно 
воспользоваться выражениями (16.1)(16.4). Однако на практике 
часто бывает достаточно получить численные значения коэффици-
ентов ряда. Это позволяют сделать современные компьютерные 
средства обработки данных по значениям функции, заданной таб-
личным способом, т. е. рядом абсцисс и ординат точек.  

При проверке полученных результатов разложения в ряд, а 
также для предварительного исключения из расчетов и анализа ко-
эффициентов, отсутствующих в разложении, полезно отметить не-
которые связи между характером периодической функции и ее час-
тотным спектром. То есть в зависимости от угловой частоты неко-
торые гармоники могут быть равными нулю или отсутствовать. 
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                           а                                                                   б  

  

 
в 

Рис. 16.1. Виды кривых периодических функций 
 

Так, для кривых (рис. 16.1, а), симметричных относительно 
оси абсцисс, в спектре ряда Фурье будут отсутствовать нулевая 
и все четные гармоники. Значительное число функций, с которыми 
приходится иметь дело в электротехнике, являются симметричны-
ми относительно оси абсцисс. Следовательно, они не содержат 
четных гармоник и постоянной составляющей. 

Кривые (рис. 16.1, б), симметричные относительно начала ко-
ординат, не содержат постоянной составляющей, и все косинус-
ные составляющие у этих функций равны нулю. 

Если аналогичные выкладки проделать для приведенной на ри-
сунке 16.1, в кривой, симметричной относительно оси ординат, 
то в ее разложении в ряд Фурье будут отсутствовать все синус-
ные составляющие. 
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16.3. Расчет мгновенных значений напряжений 
и токов в электрических цепях при действии 

периодических несинусоидальных ЭДС 

Если в линейной цепи действует один или несколько источни-
ков несинусоидальных периодических ЭДС, то расчет токов цепи 
разделяется на три этапа. 

1. Разложение ЭДС источников в тригонометрический ряд, 
т. е. на постоянную и синусоидальные составляющие. Это означа-
ет, что источник несинусоидальной ЭДС можно рассматривать как 
последовательное соединение источника постоянной ЭДС и источ-
ников синусоидальных ЭДС с различными частотами. Так, если 
ЭДС (рис. 16.2, а) 

0 1  1 2  2sin ( ) sin (2 ),m me E E t E t        
то действие источника такой ЭДС аналогично действию трех по-
следовательно соединенных источников ЭДС (рис. 16.2, б): 

e0 = E0; 

1 1  1sin ( );me E t    

2 2  2sin (2 )me E t .    

 
                              а                                              б 

Рис. 16.2. Замена источника несинусоидальной ЭДС 
последовательным соединением источников 

постоянной и синусоидальной ЭДС 
 
2. Расчет мгновенных значений токов, возникающих в ветвях 

электрической цепи под действием каждой из составляющих неси-
нусоидальной ЭДС в отдельности. 

3. Нахождение мгновенных значений токов в ветвях в соответ-
ствии с принципом наложения в виде суммы мгновенных значений 
составляющих токов. 
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Если, например, в какой-либо ветви токи, создаваемые ЭДС E0, 
e1 и e2, соответственно равны I0, i1 и i2, то общий ток ветви 

0 1 2i I i i .    
Таким образом, расчет линейной цепи с несинусоидальными 

ЭДС сводится к решению n задач с синусоидальными ЭДС, где n  
число синусоидальных составляющих ЭДС различных частот, и 
одной задачи с постоянными ЭДС. 

При решении каждой из этих задач необходимо учитывать, что 
для различных частот индуктивные и емкостные сопротивления 
неодинаковы. Индуктивное сопротивление для k-гармоники в k раз 
больше, а емкостное, наоборот, в k раз меньше, чем для первой: 

1
;

kL LX k L kX    

11
k

C
C

X
X .

k C k
 


 

Для постоянной составляющей E0 индуктивное сопротивление 
равно нулю, а емкостное  бесконечности. Активное сопротивле-
ние также зависит от частоты  увеличивается с ростом последней 
вследствие поверхностного эффекта. Если расчет ведется для гар-
моник невысоких частот и относительно малых сечений проводов, 
можно не учитывать изменения сопротивления R с частотой и счи-
тать, что при всех частотах активное сопротивление равно сопро-
тивлению при постоянном токе. 

Поскольку каждая составляющая тока является либо постоян-
ной величиной, либо синусоидальной функцией времени, то для 
расчета каждой из них в отдельности могут быть применены все 
методы, рассмотренные для расчета цепей постоянного и синусои-
дального токов. Для расчета каждой синусоидальной составляю-
щей в отдельности целесообразно использовать комплексный ме-
тод. Закон Ома в комплексной форме для k-гармоники имеет вид 

1
k

k
UI .

R j k L
k C
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Суммировать полученные комплексы токов для отдельных гар-
моник нельзя, так как они имеют разные частоты. Суммировать мож-
но лишь мгновенные значения, выраженные как функции времени.  

Пользуясь мгновенными значениями, определим ток i в про-
стейшей неразветвленной цепи с постоянными параметрами R, L, C 
(рис. 16.3) при установившемся режиме в случае, когда напряже-
ние u на зажимах цепи является периодической несинусоидальной 
функцией времени. Представим напряжение в виде ряда: 

0 1 2  ,ku U u u ... u ...     

 где U0  постоянная составляющая, а  sin ( )k km uku U k t     
k-гармоника. 

 
Рис. 16.3. Электрическая цепь при действии 

периодического несинусоидального напряжения 
 

Постоянная составляющая тока в этой цепи равна нулю, т. е. 
I0 = 0, так как конденсатор постоянного тока не проводит. 

Синусоидальные составляющие тока, возникающие в цепи под 
действием каждой синусоидальной составляющей напряжения раз-
ных частот, найдем, используя закон Ома в комплексной форме. 
Рассчитаем комплексную амплитуду тока k-гармоники: 

1
km km

km
k

U UI .
Z R j k L

k C

 
     

 

 

Записываем ukj
km kmU U e   и ,kj

k kZ Z e   причем 
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2
2 1 ;kZ R k L

k C
        

1

arctg ,k

k L
k C

R

 
 

 
и получим 

  
uk

uk k

k

j
jkm

km kmj
k

U eI I e .
Z e


  

 

 
Мгновенное значение тока k-гармоники имеет вид 

  sin ( ) sin ( ).k km uk k km iki I k t I k t        

Искомый ток определяется суммой: 

1 2 ki i i ... i ...     . 

Для наглядного представления о форме кривой несинусоидаль-
ного тока необходимо рисовать графики отдельных гармоник и 
результирующей кривой, полученной суммированием ординат со-
ставляющих токов. При вычерчивании кривых отдельных гармо-
ник всегда следует иметь в виду, что период гармоники обратно 
пропорционален ее номеру. Следовательно, если по оси абсцисс 
отложено ,t  то, соблюдая один и тот же масштаб, вместо углов 

k  надо откладывать углы k

k
 . В качестве примера построим гра-

фик несинусоидального тока, состоящего из двух гармоник 
(рис. 16.4): 

12 sin ( 120 ) 4 sin (2 90 )i t t         А. 
При построении графика тока второй гармоники i2 учтено, что 

период этой гармоники в 2 раза меньше периода тока первой гар-
моники i1 и начальная фаза второй гармоники (90) разделена на 

номер гармоники 90 45
2
   

 
. 
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Рис. 16.4. Построение графиков несинусоидального тока 

 

16.4. Действующие значения периодических 
несинусоидальных токов, напряжений и ЭДС 

О значениях периодических несинусоидальных токов, напря-
жений и ЭДС судят по их действующим значениям. Действующее 
значение периодического несинусоидального тока есть среднее квад-
ратичное значение этого тока за период T: 

2

0

1 T

I i dt .
T

 
 

Раскладывая i(t) в ряд Фурье, имеем 

 22 2 2
0 1 2

0 00 0 0 0
0

1 1 1 1T T T T

k k q s
k q

s

I i dt i i i ... i ... dt i dt i i dt
T T T T

 

 


             

2 2 2 2 2 2
0 1 2

0 00

1  ,
T

k k k
k k

i dt I I I I ... I ...
T

 

 

        
 

так как при q s  

 
0 0

sin ( ) sin ( )
T T

q s mq ms q si i dt I I q t s t dt      
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0

1 cos [ ( ) ] cos [ ( ) ] 0
2

T

mq ms q s q sI I t q s t q s dt .            
 

Действительно, при q s  мы получаем интегралы от косину-
соидальных функций времени за целое число ( )q s  и ( )q s  пе-
риодов. Такие интегралы равны нулю. 

Итак, имеем 

2 2 2 2 2
0 1 2

0
,k k

k
I I I I I ... I ...





      
 

т. е. действующее значение периодического несинусоидального 
тока равно корню квадратному из суммы квадратов постоянной 
составляющей и действующих значений всех гармоник. 

Аналогично находим действующие значения несинусоидаль-
ных напряжений и ЭДС: 

2

0
k

k
U U





   и 2

0
k

k
E E .





   

Пример 16.1. Определить действующее значение несинусоидального 
напряжения, заданного следующим выражением:  

( ) 100 80 sin ( 30 ) 60 sin (3 20 ) 50 sin (5 45 ).u t t t t            

 Решение. Анализ заданного в виде тригонометрического ряда напря-
жения показывает, что это выражение содержит нулевую, первую, третью 
и пятую гармоники. Тогда действующее значение несинусоидального 
напряжения 

2 2 2
2 2 2 2 2
0 1 3 5

80 60 50100 127 В.
2 2 2

U U U U U      
             

     
 

 

16.5. Коэффициенты, характеризующие форму 
кривых токов и напряжений 

Для оценки несинусоидальных периодических кривых токов и 
напряжений в электротехнике наиболее распространены следую-
щие три коэффициента. 



16. Электрические цепи с периодическими несинусоидальными ЭДС 

 306 

1. Коэффициент формы Kф определяется как отношение дейст-
вующего значения к среднему по модулю значению: 

ô
ñð

IÊ .
I

  

Для синусоидального тока ф 111
2 2

K , .
   

2. Коэффициент амплитуды Kа равен отношению максимально-
го значения к действующему значению: 

max
a

IK .
I

  

Для синусоиды a 2 1 41K , .   

3. Коэффициент искажения синусоидальности кривой между-
фазного (фазного) напряжения KU. Он определяется как отношение 
действующего значения несинусоидального напряжения n-й гар-
моники к действующему напряжению основной гармоники: 

( )
( )

(1)

100 %.n
U n

U
K

U
   

Для несинусоидального напряжения KU < 1 (в относительных 
единицах). 

Кривые напряжения промышленных сетей обычно отличаются 
от идеальной синусоиды. В электроэнергетике вводят понятие о 
практически синусоидальной кривой. Согласно межгосударствен-
ному стандарту ГОСТ 13109-97, напряжение в системах электро-
снабжения общего назначения считается практически синусои-
дальным, если коэффициент искажения напряжения с учетом выс-
ших гармоник от нулевой до 40-й не превышает допустимых вели-
чин, значение которых приводится в стандарте.  

Электроизмерительные приборы различных систем реагируют 
на различные значения измеряемой величины. Приборы электро-
динамической, электромагнитной и тепловой систем реагируют на 
действующее значение измеряемой величины. Магнитоэлектриче-
ские приборы измеряют постоянную составляющую, а с выпрями-
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телями  среднее по модулю значение. Амплитудные электродные 
вольтметры реагируют на максимальные значения. 

 

16.6. Мощность в цепи несинусоидального тока 
Активная мощность периодического тока произвольной формы 

определяется как средняя мощность за период P: 

0

1 T

P ui dt.
T

   

Если мгновенные значения напряжения и тока выразить в виде 
тригонометрических рядов, то получим 

0 00

1 sin ( ) sin ( )  
k k k k

T

m u m i
k k

P U k t I k t dt.
T

 

 

   
        

   
 

 
Так как среднее за период произведение мгновенных значений 

синусоид различной частоты равно нулю (см. п. 16.4) и тригономет-
рические ряды абсолютно сходятся при любых частотах ,  то 

00

1 sin ( ) sin ( ) ,
k k k k

T

m m u i
k

P U I k t k t dt
T





    
 

или после интегрирования 

 0 0  
1 0

cos 
cos ,

2
k km m k

k k k
k k

U I
P U I U I

 

 


                   (16.5) 

где 
k kk u i .     

Из выражения (16.5) следует вывод: активная мощность неси-
нусоидального тока равна сумме активных мощностей отдельных 
гармоник (постоянная составляющая рассматривается как нулевая 
гармоника с 0 0):   

0
k

k
P P .





  

Активная мощность P представляет собой энергию электрической 
цепи, необратимо преобразуемую в другие виды энергии, в основном 
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тепловую и механическую. Поэтому активную мощность несинусои-
дального тока можно рассчитать по закону Джоуля  Ленца: 

2P RI .

 Кроме понятия активной мощности P, по аналогии с синусои-
дальными токами вводится понятие полной мощности S, определяе-
мой как произведение действующих значений тока и напряжения: 

2 2

0 0
k k

k k
S UI U I .

 

 

   
 

Активная мощность меньше полной, исключение составляет 
только мощность в цепи, сопротивление которой чисто активное, 
т. е. Uk = RIk  и, следовательно, S = P. 

Отношение активной мощности к полной называют коэффици-
ентом мощности и иногда приравнивают к косинусу некоторого 
условного угла :  

cos P .
S

 

 Формально можно ввести понятие реактивной мощности, опре-
деляемой как сумма реактивных мощностей отдельных гармоник: 

 1 1
 sin k k k k

k k
Q Q U I .

 

 

   
 

Для несинусоидальных токов, в отличие от синусоидальных, 
квадрат полной мощности обычно больше суммы квадратов актив-
ной и реактивной мощностей: 

2 2 2S P Q .   
 

16.7. Электрические фильтры 
Сопротивление электрической цепи, содержащей индуктивные 

катушки и конденсаторы, зависит от частоты, и, следовательно, 
оно оказывается различным для разных гармоник. Поэтому если к 
зажимам такой цепи приложено периодическое несинусоидальное 
напряжение, то кривая тока в цепи отличается по форме от кривой 
напряжения. 
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Кривая тока i подобна кривой напряжения только тогда, когда 
цепь обладает одним активным сопротивлением R, одинаковым 

для всех частот. В таком случае для всех гармоник k

k

m
m

U
I

R
  и, 

следовательно, 
1 1

k km m

m m

I U
I U

 , т. е. кривые тока и напряжения подобны 

друг другу. 
Рассмотрим отдельно катушку с индуктивностью L и R = 0. Ее 

сопротивление при частоте k  равно ,kZ k L   т. е. растет с воз-
растанием порядка гармоники. Следовательно, 

k

k

m
m

U
I

k L



 и 

1 1

1k km m

m m

I U
I k U

 . 

Таким образом, амплитуды высших гармоник, выраженные в 
долях первой гармоники, в кривой тока меньше, чем в кривой на-
пряжения. Говорят, что катушка сглаживает кривую тока. Даже 
при резко несинусоидальной кривой напряжения форма кривой 
тока катушки нередко приближается к синусоиде. 

Рассмотрим конденсатор без потерь. Его сопротивление 
1

kZ
k C




 убывает с ростом порядка гармоники. Имеем 

k km mI k CU   и 
1 1

k km m

m m

I U
k

I U
 , т. е. в конденсаторе содержание выс-

ших гармоник, выраженных в долях первой гармоники, в кривой 
тока больше, чем в кривой напряжения. Следовательно, высшая 
гармоника напряжения, даже если ее амплитуда составляет незна-
чительную долю амплитуды основной гармоники, может вызвать 
ток в конденсаторе, соизмеримый с током основной гармоники и 
даже его превышающий. Поэтому и при напряжении, близком к 
синусоидальному, ток в конденсаторе может быть резко несину-
соидален из-за высших гармоник. Говорят, что конденсатор иска-
жает кривую тока по сравнению с кривой напряжения. 
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Для сложной цепи, содержащей участки с активным сопротив-
лением, катушки и конденсаторы, на форму кривой тока будет 
влиять конфигурация цепи. Рассмотрим простейшую электриче-
скую цепь, питающую приемник, с последовательным соединени-
ем катушки L и конденсатора C (рис. 16.5, а). 

  

  
                                    а                                                     б 

 
                                                              в 

Рис. 16.5. Схема электрических фильтров 
с последовательным соединением катушки L и конденсатора C  

 
Если для гармоники порядка k = q имеет место резонанс на-

пряжений, то 1
1

1q L
q C

 


 и сопротивление цепи для этой гармо-

ники минимально и соответственно эта гармоника в кривой тока 
будет выделяться. 

Если ветвь из последовательно соединенных катушки L1 и кон-
денсатора C1, настроенную в резонанс при частоте q , включить 
параллельно приемнику, причем до этой ветви еще включить ин-
дуктивную катушку L0 (рис. 16.5, б), то гармоника тока порядка q 
не пройдет в приемник, так как для этой частоты приемник будет 
зашунтирован ветвью L1, C1, имеющей при резонансе весьма малое 
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активное сопротивление. Остальные гармоники тока, встречая зна-
чительное сопротивление ветви L1, C1, проходят в приемник. Если 
напряжение u содержит постоянную составляющую, то вызывае-
мая ею постоянная составляющая тока пройдет целиком в прием-
ник, так как сопротивление ветви L1, C1 для нее бесконечно, а ин-
дуктивное сопротивление катушки L0 равно нулю. Такой метод 
широко используется на выпрямительных подстанциях, питающих 
контактную сеть электрических железных дорог. Напряжение по-
сле выпрямителя, кроме постоянной составляющей, содержит так-
же ряд гармоник. После выпрямителя и катушки L0 включают 
ветвь L, C по схеме, изображенной на рисунке 16.5 в, настраивая 
эти ветви в резонанс на частоты гармоник, которые не хотят допус-
тить в контактную сеть. 

Чтобы затруднить прохождение гармоники тока порядка q от 
источника несинусоидального напряжения u к приемнику, на пути 
между ними включают контур из параллельно соединенных ка-
тушки и конденсатора (рис. 16.6). 

 

Рис. 16.6. Схема электрического фильтра с параллельным 
соединением катушки L и конденсатора C 

 
Величины L и C подбирают так, чтобы соблюдалось условие 

резонанса токов 1q С
q L

 


. Сопротивление цепи для этой гармо-

ники тока максимально и соответственно эта гармоника в кривой 
тока будет ослаблена. 

Электрические цепи, предназначенные для преимущественного 
пропуска или задержания токов определенных частот, носят назва-
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ние электрических фильтров. Здесь были приведены примеры 
простейших фильтров, пропускающих или задерживающих токи 
определенных дискретных частот. В дальнейшем будут рассмотре-
ны фильтры, пропускающие или задерживающие токи в опреде-
ленном диапазоне частот. 

 

16.8. Высшие гармоники в трехфазных системах 
Предположим, фазные ЭДС трехфазного генератора несинусои-

дальны, т. е. содержат высшие гармоники. Кривые ЭДС во всех фа-
зах по форме одинаковы и сдвинуты в каждой последующей фазе 
относительно предыдущей по времени на одну треть периода (Т/3). 

Допустим, k-гармоника ЭДС фазы А представлена следующим 
выражением: 

sin  ( )
kkA m ke E k t    . 

Так как ЭДС фазы В отстает от ЭДС фазы А на время Т/3, а 
ЭДС фазы С опережает ЭДС фазы А на время Т/3, то k-гармоники в 
фазе В и в фазе С равны соответственно: 

ekВ = sin
3km k
TE k t        

 = 
kmE sin (kt – 120k + k); 

еkC = sin
3km k
TE k t        

 = 
kmE sin (kt + 120k + k); 

k
3
Т  = k 2

Т


3
Т  = k 2

Т
  = 120 k 

(в данном случае  = 180). 
Если k = 1, 4, 7, 10 и т. д., то k-гармоника ЭДС фазы В отстает 

по фазе на 120º от k-гармоники ЭДС фазы А. Следовательно, 1, 4, 7, 
10 и т. д. гармоники образуют системы прямой последовательности 
фаз. 

Если k = 2, 5, 8, 11 и т. д., то k-гармоника ЭДС фазы В опережа-
ет по фазе k-гармонику ЭДС фазы А на 120º. Следовательно, 2, 5, 8, 
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11 и т. д. гармоники образуют системы обратной последовательно-
сти фаз. 

Если k кратно трем, т. е. k = 3, 6, 9, 12 и т. д., то ЭДС k-
гармоники во всех фазах имеют одно значение и направление. 
Следовательно, 3, 6, 9, 12 и т. д. гармоники образуют системы ну-
левой последовательности фаз. 

В ЭДС трехфазного генератора отсутствует постоянная состав-
ляющая (k = 0) и все четные гармоники, поэтому в дальнейшем ог-
раничимся рассмотрением только нечетных гармоник. 

На практике чаще всего при генерировании напряжения отсут-
ствуют как постоянная составляющая, так и все четные гармоники, 
поэтому в дальнейшем ограничимся рассмотрением только нечет-
ных гармоник. Тогда ближайшей гармоникой, образующей обрат-
ную последовательность, является пятая. В электродвигателях она 
наносит наибольший вред, поэтому именно ее стремятся исклю-
чить.  

Рассмотрим особенности работы трехфазных систем, которые 
вызваны наличием гармоник, кратных трем. 

1. При соединении обмоток генератора или трансформатора 
треугольником (рис. 16.7) по ветвям последнего протекают токи 
гармоник, кратных трем, даже при отсутствии внешней нагрузки. 
Действительно, алгебраическая сумма ЭДС гармоник, кратных 
трем (E3, E6 и т. д.), в треугольнике имеет утроенное значение, в 
отличие от остальных гармоник, для которых эта сумма равна нулю.  

 

Рис. 16.7. Схема трехфазной цепи 
при наличии гармоник, кратных трем 
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Если фазное сопротивление обмотки для третьей гармоники Z3, 
то ток третьей гармоники в контуре треугольника будет I3 = E3/Z3. 
Аналогично ток шестой гармоники I6 = E6/Z6 и т. д. Действующее 
значение тока, протекающего по обмоткам, будет 

2 2 2
3 6 9I I I I     . 

Поскольку сопротивления обмоток генератора малы, ток может 
достигать больших величин. Поэтому при наличии в фазных ЭДС 
гармоник, кратных трем, обмотки генератора или трансформатора 
треугольником не соединяют. 

2. Если соединить обмотки генератора или трансформатора от-
крытым треугольником (рис. 16.8), на его зажимах будет действо-
вать напряжение, равное сумме ЭДС гармоник, кратных трем, т. е.  

3 6

9

3 6

9

3 sin  (3 ) 3 sin  (6 )

                  sin  (9 ) ... .
BX m m

m

u E t E t

E t

       

    
. 

Его действующее значение  

2 2 2
3 6 93BXU E E E     . 

Открытый треугольник обычно применяют перед соединением 
обмоток генератора обычным треугольником для проверки воз-
можности безаварийной реализации последнего. 
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3. Линейные напряжения, независимо от схемы соединения об-
моток генератора или трансформатора, гармоник, кратных трем, не 
содержат. При соединении треугольником фазные ЭДС, содержа-
щие гармоники, кратные трем, компенсируются падением напря-
жения на внутреннем сопротивлении фазы генератора. Действи-
тельно, по второму закону Кирхгофа для третьей, например, гар-
моники для схемы, приведенной на рисунке 16.7, можно записать 
UAB3 + I3Z3 = E3, откуда получаем UAB3 = 0. Аналогично для любой 
из гармоник, кратных трем. 

При соединении звездой линейные напряжения равны разности 
соответствующих фазных ЭДС. Для гармоник, кратных трем, при 
составлении этих разностей фазные ЭДС уничтожаются, поскольку 
они образуют систему нулевой последовательности. 

Таким образом, в фазных напряжениях могут присутствовать 
составляющие всех гармоник и их действующее значение: 

2 2 2 2
ф 1 2 3 4U U U U U       . 

В линейных же напряжениях гармоники, кратные трем, отсут-
ствуют, поэтому их действующее значение 

2 2 2 2 2
л 1 2 4 5 73U U U U U U        . 

В связи с этим при наличии гармоник, кратных трем, л

ф

U
U

< 3 . 

4. В схемах без нулевого провода токи гармоник, кратных трем, 
замыкаться не могут, поскольку они образуют систему нулевой 
последовательности и могут замыкаться только при наличии по-
следнего. При этом между нулевыми точками приемника и источ-
ника даже в случае симметричной нагрузки появляется напряже-
ние, равное сумме ЭДС гармоник, кратных трем, в чем легко убе-
диться по уравнению второго закона Кирхгофа с учетом того, что 
токи указанных гармоник отсутствуют. Мгновенное значение этого 
напряжения  

1 3 6 93 6 9sin  (3 ) sin  (6 ) sin  (9 ) ...N N m m mu E t E t E t          . 

Его действующее значение 
1

2 2 2
3 6 9N NU E E E      . 
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5. В схеме звездазвезда с нулевым проводом (рис. 16.9) по по-
следнему будут замыкаться токи гармоник, кратных трем, даже в 
случае симметричной нагрузки, если фазные ЭДС содержат ука-
занные гармоники. Учитывая, что гармоники, кратные трем, обра-
зуют систему нулевой последовательности, можно записать 

3 6 9

3 6 9
3 6 9

3 6 9

;      ;      
3 3 3N N N

E E EI I I
Z Z Z Z Z Z

  
  

. 

 
 

Рис. 16.9. Схема звездазвезда с нулевым проводом 
 

Ток нулевого провода для гармоник, кратных трем, в 3 раза боль-
ше тока каждой фазы, поэтому его действующее значение будет 

2 2 2
3 6 93NI I I I     . 

 Вопросы и задачи для самоконтроля 

1. Перечислите причины несинусоидальности напряжения, тока. 
2. Разложите в общем виде несинусоидальный периодический 

ток на первую, третью и пятую гармоники.  
3. Изложите методику определения токов в цепи с несинусои-

дальными ЭДС. 
4. Запишите формулы для определения действующего значения 

несинусоидального тока, напряжения, ЭДС. 
5. Объясните, как влияют реактивные элементы цепи на форму 

кривых токов при несинусоидальном напряжении. 
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6. Индуктивное сопротивление катушки по первой гармонике 
равно 10 Ом. Чему равно ее сопротивление третьей гармонике то-
ка? Ответ: 30 Ом. 

7. Емкостное сопротивление конденсатора по пятой гармонике 
тока равно 20 Ом. Чему равно это сопротивление для первой гар-
моники? Ответ: 100 Ом. 

8. Запишите закон Ома для периодического несинусоидального 
напряжения. 

9. Запишите формулу для определения активной и полной 
мощностей при несинусоидальном периодическом токе. 

10. Назовите, какие цепи называются электрическими фильт-
рами. 

11. Перечислите гармоники, которые образуют прямую и об-
ратную последовательности чередования фаз в трехфазной цепи. 

12. Назовите особенности работы трехфазных цепей при нали-
чии гармоник, кратных трем. 

13. Поясните, почему линейные напряжения трехфазной цепи 
не содержат третью, шестую, девятую и другие, кратные трем, гар-
моники. 

14. Объясните, какие гармоники тока отсутствуют при несину-
соидальном напряжении при соединении трехфазной цепи звездой 
без нулевого провода. 
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17. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ 

17.1. Общие сведения о нелинейных элементах и цепях 
Нелинейные электрические цепи являются одной из разновид-

ностей электрических цепей. Под нелинейными электрическими 
цепями понимают электрические цепи, содержащие хотя бы один 
нелинейный элемент. Нелинейный элемент  это элемент, вольт-
амперная характеристика которого нелинейная. Зависимость тока, 
проходящего через нелинейный элемент, от напряжения на этом 
элементе принято называть вольт-амперной характеристикой 
(ВАХ). У нелинейного элемента (это может быть резистор, катуш-
ка индуктивности, конденсатор) его параметры (соответственно 
сопротивление, индуктивность, емкость) изменяются в зависимо-
сти от величины приложенного напряжения или протекающего по 
нему тока. Соответственно это нелинейные вольт-амперные, вебер-
амперные и кулон-вольтные характеристики. 

Нелинейные элементы, в отличие от линейных, не могут быть 
описаны при помощи линейных уравнений (постоянных коэффи-
циентов). Их характеризуют нелинейные уравнения, коэффициен-
ты которых являются нелинейными функциями одной или не-
скольких переменных. Электрическое сопротивление линейного 
элемента является постоянной величиной, поэтому связь между 
током и напряжением на нем выражается линейным уравнением, и 
ВАХ линейного элемента есть прямая линия. Электрическое со-
противление нелинейного элемента зависит от значений или от 
направлений токов и напряжений на нем, и поэтому ВАХ нелиней-
ного элемента выглядит в виде кривой. 

Цепи, содержащие нелинейные элементы (нелинейные цепи), 
обладают рядом свойств, которые отсутствуют у линейных цепей. 
Эти свойства позволяют создать основанные на них автоматиче-
ские системы управления и регулирования, устройства для преоб-
разования электромагнитной энергии, передачи информации, вы-
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числительные машины и др. На нелинейных эффектах основаны 
выпрямление, инвертирование и стабилизация напряжения, умно-
жение и деление частоты, усиление мощности, получение модули-
рованных колебаний различной формы, релейный эффект, запоми-
нание сигналов и другие явления. 

Электрические нелинейные цепи разделяют на цепи постоянно-
го и переменного тока. При подключении цепи с любым нелиней-
ным элементом к синусоидальному напряжению ток будет изме-
няться по периодическому, но несинусоидальному закону.  

 

17.2. Нелинейные электрические цепи постоянного тока. 
Вольт-амперные характеристики нелинейных резисторов 

В цепях постоянного тока в установившихся режимах индуктив-
ные элементы не оказывают сопротивления, а емкостные элементы 
представляют собой сопротивление, равное бесконечности, и не про-
пускают постоянный ток. Поэтому в нелинейных электрических це-
пях постоянного тока рассматривают только резистивные элементы, 
которые описывают нелинейными вольт-амперными характеристика-
ми. Нелинейность ВАХ различных резистивных элементов могут оп-
ределять такие факторы, как температура, напряжение, ток и другие, а 
также скорость их изменения. Примеры ВАХ некоторых нелинейных 
резистивных элементов приведены на рисунке 17.1. 

 
                   а                                            б                                           в 

Рис. 17.1. Вольт-амперные характеристики нелинейных элементов: 
а – диода; б – стабилитрона; в – динистора 
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Полупроводниковый диод обладает малым сопротивлением в 
проводящем направлении и большим сопротивлением при обрат-
ной полярности приложенного напряжения. Его вольт-амперная 
характеристика несимметрична, и в том и в другом направлениях 
нелинейна (рис. 17.1, а).  

Стабилитрон  полупроводниковый диод с уменьшенной 
шириной рn-перехода. В прямом направлении его вольт-
амперная характеристика (рис. 17.1, б) подобна характеристике 
диода. В обратном направлении при напряжении источника, рав-
ном напряжению стабилизации Uст, наступает пробой перехода. 
После пробоя ток возрастает, но напряжение на стабилитроне ос-
тается практически постоянным. На этом свойстве стабилитрона 
основано построение схем стабилизаторов напряжения на посто-
янном токе. 

Динистор  полупроводниковый прибор с релейным характе-
ром изменения сопротивления в прямом направлении (рис. 17.1, в). 
При одной полярности приложенного напряжения и монотонном 
возрастании этого напряжения от нуля ВАХ динистора до напря-
жения пробоя П1U  подобна характеристике полупроводникового 
диода в непроводящем направлении. При напряжении П1U  насту-
пает пробой переходов динистора, сопротивление его резко 
уменьшается и вольт-амперная характеристика подобна характери-
стике диода в проводящем направлении. С уменьшением напряжения 
этой же полярности сопротивление динистора при пороговом напря-
жении П2U  вновь резко возрастает, и его вольт-амперная характери-
стика возвращается на прямолинейный участок (см. риc. 17.1, в). При 
другой полярности приложенного напряжения ВАХ динистора 
аналогична ВАХ полупроводникового диода в непроводящем на-
правлении. 

Примеры графических и буквенных обозначений некоторых 
нелинейных резисторов в электрических схемах приведены на ри-
сунке 17.2. 
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                                           а                                    б 

Рис. 17.2. Варианты (вверху или внизу) графического 
и буквенного обозначений нелинейных резисторов, 

сопротивление которых зависит от температуры (а), от напряжения (б)  
 
При решении электротехнических задач по расчету нелиней-

ных электрических цепей принципиально не важна причина нели-
нейности ВАХ резистивных элементов. Поэтому применяют их 
буквенное обозначение в схемах в виде, показанном на рисун-
ке 17.3. При этом вместо буквенных обозначений R1, R2 допускает-
ся обозначать нелинейные резисторы НС1, НС2 (нелинейное со-
противление) или НЭ1, НЭ2 (нелинейный элемент). 

 

Рис. 17.3. Графическое и буквенное обозначение 
нелинейных резисторов 

 
Нелинейные резисторы постоянного тока подразделяют на две 

группы: неуправляемые и управляемые. Управляемые нелинейные 
резисторы (транзисторы, тиристоры, трехэлектродные электрон-
ные лампы и т. п.), в отличие от неуправляемых (лампы накалива-
ния, бареттеры, тиритовые сопротивления, полупроводниковые 
выпрямительные диоды и др.), имеют, как правило, вспомогатель-
ные или управляющие цепи, воздействуя на ток или напряжение 
которых можно изменять ВАХ основной цепи. 
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17.3. Графический метод расчета нелинейных 
электрических цепей постоянного тока 

при последовательном, параллельном соединении  
Сущность графического метода расчета простых нелинейных 

электрических цепей постоянного тока состоит в построении ре-
зультирующих вольт-амперных характеристик участков цепи с по-
следовательным или параллельным соединением элементов на ос-
новании уравнений, составленных по законам Кирхгофа. Метод 
является приближенным, поэтому от аккуратности и точности гра-
фических построений зависит точность решения задачи, результат 
которого проверяется по законам Кирхгофа. 

Последовательное соединение нелинейных резисторов. Рас-
смотрим схему электрической цепи с последовательным соедине-
нием нелинейных резисторов (рис. 17.4, а). Заданы ВАХ нелиней-
ных резисторов I(U1) и I(U2). Требуется определить ток I, падения 
напряжений U1 и U2, если известно напряжение питания U. 

 
                                   а                                                          б 

Рис. 17.4. Схема электрической цепи (а) 
и графическое построение результирующей ВАХ (б) 

при последовательном соединении нелинейных резисторов 
 
Поскольку задано напряжение U на входе цепи, для определе-

ния тока в цепи необходимо построить результирующую ВАХ всей 
цепи I(U). Построение результирующей ВАХ равносильно замене не-
скольких нелинейных резисторов одним эквивалентным с ВАХ 1(U). 
При этом руководствуются законами Кирхгофа. В схеме (рис. 17.4, а) 
через все элементы проходит один и тот же ток I, а напряжение на 
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входе цепи определяется в соответствии со вторым законом Кирх-
гофа 

1 2.U U U                                       (17.1) 
Результирующую ВАХ строят, используя выражение (17.1). Для 

этого задаются произвольным значением тока I (точка а на рис. 17.4, б), 
проводят горизонтальную линию до пересечения с ВАХ нелиней-
ных элементов и находят соответствующие напряжения U1 и U2, а 
также их сумму по выражению (17.1). Полученное напряжение бу-
дет соответствовать выбранному току, а точка d с координатами 
I, U будет принадлежать результирующей характеристике I(U). Сло-
жение напряжений можно выполнить графически, складывая отрезки 
линий, соответствующие напряжениям U1 и U2 (рис. 17.4, б): 

.ab ac ad   
Точка d будет одной из точек результирующей ВАХ. Анало-

гично, задаваясь рядом значений тока I, определяют другие точки, 
соединяют их плавной кривой и получают результирующую ВАХ 
цепи. По заданному напряжению U находят искомый ток I, исполь-
зуя ВАХ I(U). Затем по значению тока I, характеристикам I(U1) и 
I(U2) находят напряжения U1 и U2. Результат проверяют по выра-
жению (17.1), при неточности корректируют решение. 

Аналогично рассчитывают цепи при последовательном соеди-
нении трех и большего числа нелинейных резисторов. Если в цепи 
имеются линейные резисторы, их ВАХ строят на основании закона 
Ома. 

Параллельное соединение нелинейных резисторов. Пусть в 
схеме электрической цепи (рис. 17.5, а) заданы вольт-амперные ха-
рактеристики нелинейных резисторов I(U1), I(U2), а также ток I на 
входе цепи. Требуется определить напряжение питания U, токи I1 и I2.  

При построении результирующей ВАХ исходят из того, что на-
пряжение на обоих нелинейных резисторах одинаково, а ток в не-
разветвленной части схемы находят по первому закону Кирхгофа. 

Поскольку известен ток I на неразветвленном участке цепи, то 
для определения напряжения U на входе цепи необходимо постро-
ить результирующую ВАХ I(U). 
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Для построения результирующей ВАХ выполняют следующее. 
1. Задаются произвольным значением напряжения U. По ВАХ 

I1(U) и I2(U) определяют соответствующие значения I1 (отрезок аb) 
и I2 (отрезок ас) (рис. 17.5, б). 

 
                                    а                                                    б 

Рис. 17.5. Схема электрической цепи (а) 
и графическое построение результирующей ВАХ (б) 

при параллельном соединении нелинейных резисторов 
 
2. Суммируют эти токи в соответствии с первым законом Кирх-

гофа и получают значение тока на неразветвленном участке цепи:  
I1 + I2 = I, ab + ac = ad.  

Точка d будет принадлежать результирующей вольт-амперной 
характеристике I(U) (рис. 17.5, б). 

3. Аналогично, задаваясь другими значениями напряжения U, 
определяют нужное количество точек ВАХ I(U), которые соединя-
ют плавной кривой (рис. 17.5, б). 

4. По заданному значению тока I и результирующей ВАХ I(U) 
определяют искомое напряжение U. 

5. По найденому значению напряжения с помощью заданных 
ВАХ  I1(U) и I2(U) определяют I1 и I2.  

Пример 17.1. Двухполюсник состоит из последовательно включен-
ных резистора R = 100 Ом и германиевого диода VD (рис. 17.6). ВАХ 
двухполюсника I(U) задана (табл. 17.1). Построить ВАХ диода I(U2). Оп-
ределить напряжения U, U1, U2 при I  = 10 мА. 

Таблица 17.1 
Вольт-амперная характеристика нелинейной цепи 

U, В 0 0,4 0,8 1,2 1,6 2,0 
I, мА 0 1,2 3,5 6,4 9,4 12,3 
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R1 VD

U1 U2U

I

 
Рис. 17.6. Схема нелинейной цепи  

 
Решение. Расчет проводим графическим методом. Построим ВАХ 

двухполюсника I(U) (см. рис. 17.6) на основании данных таблицы 17.1. 
Чтобы построить ВАХ линейного резистора I(U1), необходимы хотя бы 
две точки. Зададимся произвольно значением тока, протекающего по ре-
зистору.  

Пусть 
I = 8 мА = 8 · 103 А, 

тогда 
U1 = IR = 8 · 103 · 100 = 0,8 В. 

По двум точкам с координатами 0; 0 и 8 мА; 0,8 В строим линейную 
характеристику I(U1) (рис. 17.7).  

Для построения ВАХ диода необходимо произвести вычитание абс-
цисс ВАХ I(U) и I(U1), соответствующих каждому произвольно принято-
му значению тока. Например, для тока I = 10 мА ab = ad  ac. Приняв 
другие значения тока, получим другие точки ВАХ I(U2). 

По заданному току двухполюсника I = 10 мА проводим горизонталь-
ную линию ad и на пересечении с ВАХ в точках b и d находим соответст-
вующие напряжения, т. е. U2 = 0,68 В и U = 1,68 В.  

 
Рис. 17.7. Вольт-амперные характеристики нелинейной цепи 
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На основании второго закона Кирхгофа  

2 1U U U .   

По закону Ома  
3

1 100 10 10 1 ВU RI .      

Проверка: 1 2 ;U U U   1 + 0,68 = 1,68, т. е. расчет выполнен правильно. 

Пример 17.2. Для стабилизации напряжения на приемнике парал-
лельно ему присоединили стабилитрон (рис. 17.8), ВАХ которого I1(Uн) 
задана (рис. 17.9). Определить пределы изменения напряжения приемника 
Uн, если напряжение источника питания U = 12 В изменяется в пределах 
±10 %. Сопротивление R1 = 1,2 кОм, Rн = 10 кОм. 

  

Рис. 17.8. Схема нелинейной цепи 

Решение. Строим результирующую ВАХ смешанного соединения ре-
зисторов в соответствии с методикой, изложенной на с. 322324. Для это-
го на графике с ВАХ стабилитрона достраиваем ВАХ резистора и ВАХ 
приемника. Затем строим результирующую ВАХ I(Uн) параллельного 
соединения стабилитрона VD и резистора приемника Rн, далее  резуль-
тирующую ВАХ I(U) последовательного соединения резистора R1 и экви-
валентного нелинейного элемента RнVD.  

Чтобы выполнить указанные преобразования, воспользуемся метода-
ми построения результирующих ВАХ для параллельного и последова-
тельного соединений резисторов. 

Вольт-амперные характеристики линейных элементов R1 и Rн строим, за-
давшись произвольными значениями токов: I = 5 мА. Тогда U1 = IR1 = 5  103   
 1,2  103 = 6 B; Iн = 1 мА, тогда Uн = IнRн = 1  103  10  103 = 10 В.  
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По двум точкам (0; 0 и 5 мА; 6 В) проводим прямую линию и получа-
ем характеристику I(U1). Аналогично по двум точкам (0; 0 и 1 мА; 10 В) 
строим ВАХ Ін(Uн) (рис. 17.9). 

 

Рис. 17.9. Вольт-амперные характеристики цепи 
 

Зависимость І(Uн) для параллельного соединения получаем суммиро-
ванием ординат ВАХ стабилитрона І1(Uн) и приемника Ін(Uн), соответст-
вующих выбранному напряжению. Например, при Uн = 6 В суммируем 
отрезки ab и ac и получаем точку d характеристики І(Uн). Аналогично 
получаем и для других значений Uн. 

Для последовательного соединения зависимость І(U) определяем сум-
мированием абсцисс характеристик І(U1) и І(Uн), соответствующих вы-
бранному току. Например, при І = 2 мА суммируем отрезки ef и eg и по-
лучаем точку h характеристики І(U). Аналогично поступаем, выбирая 
аналогичные значения для I. Кривая І(U) является результирующей ВАХ 
всей цепи.  

По условию задачи напряжение U изменяется в пределах 10 %, 
т. е. от 0,9U = 0,9  12 = 10,8 В  до  1,1U = 1,1  12 = 13,2 В. 

Чтобы определить, в каких пределах при этом изменяется Uн, вос-
пользуемся двумя характеристиками: І(U) и І(Uн). 
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По ВАХ І(U) при U = 10,8 B   I = 2,7 мА (точка N1); 
                       при U = 13,2 B   I = 4,3 мА (точка N2).  
По ВАХ І(Uн) при I = 2,7 мА   Uн = 7,8 В (точка M1);  
                        при І = 4,3 мА   Uн = 8 В (точка M2). 
Изменение напряжения на нагрузке 

н 8 7,8 0,2U     В, 
или в процентном выражении к среднему напряжению на нагрузке 

н. ср
0,2 100 % 2,5 %.
7,9

U     

Таким образом, при колебаниях напряжения источника на 10 % на-
пряжение на нагрузке изменяется только на 1,25 %, т. е. в 8 раз меньше. 

 

17.4. Нелинейные цепи переменного тока 
Нелинейные цепи переменного тока могут содержать как активные, 

так и реактивные нелинейные элементы: нелинейные резисторы, нели-
нейные катушки индукивности и нелинейные конденсаторы. Катушка 
индуктивности с ферромагнитным сердечником является нелинейной за 
счет нелинейной зависимости магнитного потока в сердечнике от проте-
кающего по обмотке катушки тока. Катушку с ферромагнитным сердеч-
ником часто называют дросселем. У нелинейных конденсаторов между 
обкладками находится сегнетодиэлектрик (сегнетовая соль, титанат ба-
рия), который в отличие от обычных диэлектриков обладает способно-
стью самопроизвольно (без внешнего электрического поля) поляризо-
ваться. Он имеет сильную зависимость диэлектрической проницаемости 
от напряженности поля, давления, температуры, а также большое значе-
ние диэлектрической проницаемости. Нелинейные конденсаторы назы-
вают еще варикондами. Изображение нелинейных элементов на схемах 
электрических цепей переменного тока приведено на рисунке 17.10. 

 
                                    а                              б                           в 

Рис. 17.10. Изображение нелинейных элементов 
на схемах электрических цепей переменного тока: 

а  нелинейный резистор; б  нелинейная катушка индуктивности; 
в  нелинейный конденсатор 
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Существуют нелинейные резистивные элементы, у которых время 
установления режима соизмеримо с периодом переменного тока, 
т. е. проявляется инерционность. По этому показателю нелинейные 
резистивные элементы разделяют на инерционные и безынерционные. 

К инерционным относятся те нелинейные элементы, нелиней-
ность характеристик которых обусловлена температурным режи-
мом (лампы накаливания, термисторы). Установление температур-
ного режима в таких элементах требует некоторого времени. Тем-
пература и, следовательно, сопротивление такого элемента опреде-
ляются действующим значением тока в нем. Таким образом, для 
действующих значений тока и напряжения инерционный элемент 
является нелинейным, а для мгновенных значений в интервале пе-
риода  линейным. 

Вольт-амперные характеристики безынерционных нелинейных 
элементов остаются практически неизменными в широком диапа-
зоне частот. Нелинейность таких элементов проявляется как для 
действующих, так и для мгновенных значений величин, приводит к 
искажению форм кривых тока, напряжения, магнитного потока, 
электрического заряда на их зажимах. Например, при синусои-
дальном напряжении на зажимах безынерционного нелинейного 
резистора ток в нем будет несинусоидальным и, наоборот, при си-
нусоидальном токе напряжение на зажимах резистора будет неси-
нусоидальным. К безынерционным нелинейным элементам отно-
сят полупроводниковые приборы: диоды, туннельные диоды, тран-
зисторы, стабилитроны, тиристоры и др. 

Различают статические и динамические характеристики нели-
нейных элементов. Статическими характеристиками нелинейных 
элементов называются соответствующие зависимости тока и на-
пряжения  для резистора; потокосцепления и тока  для катушки; 
электрического заряда и напряжения  для конденсатора, получен-
ные при медленном изменении переменных. Динамическими ха-
рактеристиками нелинейных элементов называются те же зависи-
мости u(i), ψ(і), q(u), но полученные при быстрых изменениях пе-
ременных. При сравнительно невысоких частотах динамические 
характеристики практически совпадают со статическими. Cущест-
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венные различия этих характеристик начинают проявляться в об-
ласти высоких частот, например радиочастот. 

Процессы в нелинейных цепях переменного тока описываются 
нелинейными дифференциальными уравнениями, составляемыми 
на основе законов Кирхгофа. Общего метода решения таких урав-
нений не существует. Для анализа процессов в нелинейных цепях 
переменного тока можно использовать графический или графоана-
литический метод расчета, который может быть произведен с не-
которой степенью точности. В зависимости от того, какое нели-
нейное явление в цепи исследуется, какой характер цепи, характе-
ристики нелинейных элементов, используется один из перечислен-
ных выше методов расчета. 

Все задачи по расчету нелинейных цепей переменного тока в 
установившемся режиме можно разделить на две группы. К первой 
группе относятся задачи, в которых целью расчета является опре-
деление действующих значений токов и напряжений. Такие задачи 
встречаются в электроэнергетике, где искажение форм кривых то-
ков и напряжений незначительны и не играют существенную роль. 
Ко второй группе относятся задачи, в которых целью расчета явля-
ется определение мгновенных значений токов и напряжений, а 
также форм кривых и гармонических спектров функций. Такие за-
дачи встречаются в электронике, где принцип действия устройств 
основан на преобразовании форм кривых переменных с помощью 
нелинейных характеристик элементов. 

В электрических цепях, содержащих нелинейные элементы, ис-
кажения форм кривых токов и напряжений незначительны, играют 
второстепенную роль и ими можно пренебречь. Для исследования 
таких цепей можно применять так называемый метод эквивалент-
ных синусоид. Сущность метода состоит в том, что при незначи-
тельных искажениях форм кривых несинусоидальные функции то-
ков и напряжений i(t) и u(t) заменяются эквивалентными по дейст-
вующему значению синусоидальными функциями. 

При малых искажениях форм кривых высшие гармоники прак-
тически не влияют на действующее значение функции, и дейст-
вующее значение несинусоидальной функции практически равно 
действующему значению ее первой гармоники. Поэтому расчет 
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нелинейных цепей переменного тока ведут по действующим зна-
чениям тока и напряжения для первых гармоник, пренебрегая 
высшими гармониками. 

 

17.5. Катушка с ферромагнитным сердечником 
в цепи переменного тока 

Напряжение, ток и магнитный поток в катушке с ферро-
магнитным сердечником. Один из наиболее распространенных 
нелинейных элементов в цепях переменного тока  индукционная 
катушка с ферромагнитным сердечником, применяемая при создании 
электрических машин переменного тока и разнообразной электриче-
ской аппаратуры. Ферромагнитные сердечники применяются для уси-
ления магнитного поля и придания ему требуемой конфигурации. 

Одной из особенностей катушек с ферромагнитными сердечни-
ками является то, что токи в обмотках и магнитные потоки в сер-
дечнике взаимосвязаны, т. е. магнитный поток зависит от тока в 
обмотке, а токи зависят от характера изменения магнитного пото-
ка, что усложняет анализ таких цепей. Кроме того, наряду с актив-
ной мощностью, потребляемой активным сопротивлением обмотки 
катушки, имеет место потеря энергии, расходуемая на нагрев сер-
дечника. Это обусловлено явлением гистерезиса и вихревыми то-
ками. Активную мощность, идущую на нагрев сердечника, часто 
называют потерями мощности в стали Pст. 

При протекании переменного тока по обмотке катушки возни-
кает переменный магнитный поток, под действием которого в ре-
зультате электромагнитной индукции будет наводиться ЭДС во 
всех контурах, пронизываемых магнитным потоком, а следова-
тельно, и в стальном сердечнике. В результате возникают вихревые 
токи, которые замыкаются по сердечнику (токи Фуко). 

Вихревые токи (см. гл. 7) вызывают, согласно закону Джоуля  
Ленца, нагрев сердечника, т. е. имеет место потеря электрической 
энергии. Кроме того, токи Фуко создают свой магнитный поток, 
который, согласно правилу Ленца, будет направлен против основ-
ного магнитного потока, тем самым оказывая размагничивающее 
действие. 
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Для уменьшения потерь энергии от вихревых токов и снижения 
размагничивающего действия магнитопровод изготовляют из тон-
ких листов стали, изолированных друг от друга. Плоскость листов 
должна быть параллельна направлению магнитного потока, чтобы 
не увеличивалось магнитное сопротивление. Уменьшение токов 
Фуко в этом случае происходит за счет повышения электрического 
сопротивления, так как токи замыкаются в тонких листах по узким 
вытянутым путям (см. рис. 7.5, б). 

Для различных частот существует своя оптимальная толщина 
листов. В частности, при промышленной частоте 50 Гц применяют 
листы толщиной 0,35–0,5 мм, при частоте порядка тысяч герц – 
листы толщиной 0,02–0,05 мм, а при более высокой частоте тол-
щина листов доходит до 0,005 мм. 

С целью повысить электрическое сопротивление при производ-
стве электротехнической стали добавляют до 4,8 % кремния. 

При высоких частотах (до 3050 МГц) применяют сердечники, 
выполненные из магнитодиэлектриков или ферритов, которые об-
ладают большим удельным электрическим сопротивлением. Маг-
нитодиэлектрики состоят из спрессованных зерен ферромагнитно-
го вещества и связывающего их диэлектрика. Ферриты – магнит-
ные материалы полупроводникового типа, изготовленные из опрес-
сованных порошков с последующим обжигом. 

Если пренебречь неравномерностью распределения магнитного 
тока в поперечном сечении листов магнитопровода, то мощность 
потерь от вихревых токов можно рассчитать по формуле  

2 2
в в м ,P f B m   

где в   коэффициент вихревых токов, зависящий от сорта стали и 
толщины стальных листов; 

f  частота тока; 
мB   амплитуда магнитной индукции; 

m  масса сердечника. 
Как отмечалось ранее, ферромагнитным материалам присущ 

гистерезис, из-за которого в сердечнике теряется мощность, опи-
сываемая эмпирической формулой:  
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г г ,n
mP fB m   

где г   гистерезисный коэффициент, зависящий от сорта стали и 
размеров стальных листов (определяется экспериментально); 

n  показатель степени (n = 1,6 при mB  < 1 Тл; n = 2 при 

mB  = 1…1,6 Тл). 
Для уменьшения потерь на гистерезис сердечники электриче-

ских устройств переменного тока изготовляют из магнитомягких 
ферромагнетиков с узкой петлей гистерезиса. 

Суммарную потерю мощности в сердечнике можно определить 
по формуле 

ст уд ,P P m  

где Pуд  удельные потери мощности на 1 кг массы сердечника 
(Вт/кг), которые приводятся в справочной литературе; 

m  масса сердечника, кг. 
Если катушка с ферромагнитным сердечником (рис. 17.11) с 

числом витков N подключена к источнику синусоидального на-
пряжения sin ,mu U t   то переменный ток, протекающий по ее 
обмотке, возбуждает переменный магнитный поток Ф, большая 
часть которого Фо (основной магнитный поток) замыкается по сер-
дечнику из-за магнитной проницаемости в стали, которая в тысячи 
раз превышает магнитную проницаемость воздуха. Небольшая 
часть потока Фр замыкается полностью или частично по воздуху. 
Эту часть потока называют потоком рассеяния, каждый из кото-
рых индуцирует в обмотке ЭДС.  

Ôî

Ôð

i

u~

 

Рис. 17.11. Схема распределения магнитных потоков 
в катушке с ферромагнитным сердечником 
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Таким образом, ток в обмотке есть результат совместного дей-
ствия приложенного напряжения u и ЭДС eо и eр, индуцируемых 
основным потоком и потоком рассеяния: 

 о p ,
u e e

i
R

 
                                      (17.2) 

где R  активное сопротивление обмотки. 
Из выражения (17.2) следует, что 

о p .u e e iR     

Активное падение напряжения iR обычно относительно мало, 
равно как и ЭДС рассеяния, и для анализа общего характера про-
цесса ими можно пренебречь и считать, что о .u e    

Поскольку ЭДС, возбуждаемая основным магнитным потоком, 

 о
Ф ,de N

dt
   

то  

 оФsin  .m
dU t N
dt

                                  (17.3) 

На основании равенства (17.3) можно найти закон изменения 
основного магнитного потока во времени: 

 
о

о

Ф  sin  ;

2 2Ф sin  cos   sin .
2 2

m

m

Ud tdt
N

U U Utdt t A t A
N N fN

 

              

 

Постоянная интегрирования A изображает некоторый постоян-
ный магнитный поток, который в сердечниках переменного тока в 
установившихся режимах отсутствует, т. е. А = 0. Таким образом, с 
достаточной степенью точности можно считать, что основной маг-
нитный поток изменяется по синусоидальному закону при под-
ключении катушки к источнику синусоидального напряжения: 

 оФ  sin .
4,44 2

U t
Nf
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В расчетных формулах используется понятие амплитуды маг-
нитного потока, так как понятие действующего значения физиче-
ского смысла не имеет: 

оФ .m
m

U
N




 

Между основным магнитным потоком и током, возбуждающим 
этот поток, существует нелинейная зависимость. Это является при-
чиной того, что при синусоидальном напряжении источника ток в 
обмотке будет несинусоидальным, что несложно показать при по-
мощи графических построений (рис. 17.12). 

При построении зависимости i(t) ординаты кривой тока для 
первой четверти периода определяются на основании восходящей 
ветви петли гистерезиса (участок ab), для второй четверти периода 
на основании нисходящей ветви (участок bc) и т. д. Таким образом, 
ток и магнитный поток одновременно достигают своих макси-
мальных значений, но ток опережает магнитный поток по фазе. 

 

 
Рис. 17.12. Построение графика изменения намагничивающего тока 

во времени на основании петли гистерезиса ферромагнитного материала 
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Насыщение ферромагнетика вызывает возникновение пика в 
кривой тока, соответствующего четверти периода. Чем больше 
магнитная индукция в сердечнике, тем выше и острие этого тока. 
Зависимость тока от времени является несинусоидальной.  

Уравнение, векторная диаграмма и схема замещения катушки с 
ферромагнитным сердечником. При анализе общего характера про-
цесса подключения индуктивной катушки с ферромагнитным сер-
дечником к источнику синусоидального напряжения пренебрегали 
потоком рассеяния и активным сопротивлением обмотки катушки. 
Для уточнения представления о тех явлениях, которые сопровож-
дают протекание тока по обмотке катушки, нужно отметить сле-
дующее. Основной магнитный поток, как было указано выше, не-
линейно связан с током. Он пронизывает все витки обмотки и инду-
цирует ЭДС: 

о
0

Ф .de N
dt

   

При синусоидальном основном магнитном потоке индуцируе-
мая им ЭДС тоже синусоидальная и отстает от потока на 90: 

о
о оо

( sin  )
cos  sin  ( 90 ).m

m mm

d t
N N t N te dt


             

Действующее значение ЭДС 

о
о о

Ф2 4,44 Ф .
2
m

mE fN fN     

Поток рассеяния замыкается полностью или частично по воз-
духу. Поскольку сопротивление воздуха магнитному потоку во 
много раз превышает сопротивление потоку в стали, магнитная 
проницаемость в воздухе 0 постоянная, то можно считать, что по-
токосцепление рассеяния р линейно зависит от намагничивающе-
го тока: 

 р р ,L i   

где Lр  индуктивность, обусловленная потоком рассеяния, кото-
рый, пронизывая витки обмотки катушки, индуцирует ЭДС:  
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р

р р .
d diе L
dt dt


     

Обмотка катушки обладает активным сопротивлением R. Таким 
образом, напряжение, приложенное к зажимам катушки, должно 
иметь три составляющие: первая уравновешивает ЭДС, наводимую 
основным магнитным потоком о 0u e  ; вторая  ЭДС рассеяния 

р р р
diu e L
dt

   ; третья компенсирует падение напряжения в ак-

тивном сопротивлении .Ru iR  
Уравнение электрического состояния, учитывающее эти три 

составляющие, имеет следующий  вид: 

о р .Ru u u u    

При наличии ферромагнитного сердечника ток в обмотке ин-
дуктивной катушки изменяется по несинусоидальному закону. Од-
нако в расчетах цепей, содержащих катушки с ферромагнитными 
сердечниками, в большинстве случаев допустимо существенное 
упрощение реальных условий, заключающихся в замене действи-
тельного несинусоидального тока эквивалентным синусоидаль-
ным. Условием эквивалентности токов является равенство дейст-
вующих значений этих токов и равенство вызываемых ими потерь 
мощности. Такая замена существенно упрощает расчеты, так как 
позволяет применять методы расчета цепей синусоидального тока. 

Уравнения электрического состояния катушки можно записать 
для действующих значений в комплексной форме: 

0 р .U U U RI       

Поскольку р р р р sin  ,
2m

diu е L I L t
dt

        
 

 то комплекс 

действующего значения  

2
р р р ,

j
U I L e jХ I



     

где Xр  индуктивное сопротивление, обусловленное потокосцеп-
лением рассеяния. 



17. Нелинейные цепи 

 338 

Уравнение катушки в комплексной форме записи примет вид 
 0 р .U U j L I IR                                   (17.4) 

Соотношения напряжения и тока катушки наглядно иллюстри-
рует ее векторная диаграмма (рис. 17.13).  

I
Iа

Iр Фоm

Eр
Eо

U0

IR

jXрIU

α

φ

 

Рис. 17.13. Векторная диаграмма катушки с ферромагнитным сердечником 
 
При построении за исходный вектор удобно взять вектор ам-

плитуды основного магнитного потока оФ .m
  Вектор тока ,I  как 

уже было показано выше, должен опережать вектор магнитного 
потока оФ m

  на угол , угол магнитного запаздывания, из-за потерь 
мощности в сердечнике. Исходя из этого, можно считать, что ток 
состоит из двух составляющих, одна из них представляет реактив-
ный ток Ip = cos , возбуждающий основной магнитный поток и 
совпадающий с ним по фазе, другая  активный ток Iа = sin , обус-
ловленный потерями мощности в ферромагнитном сердечнике от 
гистерезиса и вихревых токов.  

Таким образом,  
2 2
а р .I I I                                       (17.5) 
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